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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
Seccibn a cargo de

Fernando Chamizo Lorente

.Y quién es... ANTONIO CORDOBA? En vez de citar sus extensos
méritos, aqui viene al caso que dirigié mi tesis doctoral y, en aquellos
tiempos en que me presentaba el problema del circulo y el principio de la
fase estacionaria, me hablé de una relacion entre la sumacion de Mobius y
la radiacion del cuerpo negro. Con cierto sonrojo debo aniadir que solo he
llegado a entenderla plenamente muchos arnos después, tras este magnifico
articulo. Aprovecho para agradecer a Antonio su dedicacidn entonces y
ahora y desearle lo mejor en la nueva etapa que inicia.

Variaciones en torno a la funcién de Mobius

por

Antonio Cérdoba

1. ANDANTE

Recordemos que la funcién de Mobius estd definida por sus valores: p(1) = 1;
u(n) = (—1)* si el entero n es un producto de k primos distintos; p(n) = 0 en los
restantes casos. Es una funcién multiplicativa (u(nm) = p(n)u(m) si m y n son
primos entre sf) y, entre otras muchas propiedades interesantes, verifica que la suma
>djn M(d) es igual a 1 paran =1y es 0 cuando n > 1.

El orden de magnitud de las llamadas sumas de Mertens, M(n) = > _ u(m),
resulta ser crucial para conocer la distribucién de los ntimeros primos, siendo la
hipétesis de Riemann equivalente a la estimacién M(n) = O(nl/ 2%¢) para todo
€ > 0. Sin embargo, por ahora solo sabemos [7, Th. 12.7]

M(n) =0(n exp(—C(logn)3/5(loglogn)_1/5)), C >0,

y eso implica la ausencia de ceros de la funcién ( de Riemann en la linea vertical
R(z) = 1. Lo que es fundamental para demostrar el Teorema de los Nimeros Primos:

m(n) = #{primos < n} ~ n — oo.

logn’
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La funcién ¢ estd definida por la serie absolutamente convergente ((z) = ZZO=1 n=%,
cuando R(z) > 1. Pero admite una prolongacién a todo el plano complejo como
funcién meromorfa cuyo tnico polo estd en z = 1.

Siguiendo a Euler podemos obtener ¢ en forma de producto infinito ((z) =
Hp (1 — p*z)fl donde p toma todos los valores primos: p = 2,3,5,7,11,... Se
trata simplemente de una manera de expresar el Teorema Fundamental de la Arit-
mética: «todo entero positivo distinto de la unidad se descompone de manera tinica
(salvo por el orden de los factores) en producto de niimeros primos».

La férmula de Euler nos permite también escribir

LTl -

resultado que sigue siendo valido cuando R(z) = 1.
La estimacion

% 1 dt
I:/ 5 = 1.506...
o [¢(L+ar)| 1+t

ha sido obtenida con la ayuda de un ordenador. Pero debe ser tomada con pre-
caucién, con un grano de sal segin la conocida expresion inglesa, por la naturaleza
intrincada de las constantes efectivas en las estimaciones [2]. En cualquier caso debo
a la destreza de Javier Gémez el calculo de I, que méas adelante trataré de ilustrar
y que ha sido obtenido a través de los valores de u(n), n < 107.

2. ALLEGRO MODERATO

Bajo condiciones adecuadas acerca de las funciones f podemos considerar los
operadores S y T dados por las series

i =Y 5r(E) T - Y M),

n=1 n=1

y observar que T'o S = SoT =1d:

T(Sf)(z) = iMSf(%) = iuTn) i ;ﬂ%%)

3

n=1 n=1 m=1
S L)X wm) = £
k=1 mn=k

por cuanto
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Anélogamente podemos demostrar que SoT es también la identidad. Las condiciones
adecuadas son las que hacen que las series resulten convergentes y que el intercambio
del orden de sumacién sea legitimo.

En el grupo multiplicativo de los reales positivos RT, la medida invariante de
Haar es ! dz, y la transformada de Mellin

Mfe) = [Cam s

verifica el teorema de Plancherel

| s as =2 [ W

T

que es equivalente al que satisface la transformada de Fourier en el grupo aditivo de
todos los reales:

Gl = lgles  §(6) = / e g () dar.

—0o0

En el anélisis arménico del grupo RT con la medida ! dz desempefian un papel
importante las funciones para las que la integral de la derecha en es finita y
constituyen el espacio L? (R"’, x 1 dx). Ejemplos son las funciones de Bessel J, (),
v > 0, cuyo estudio es un capitulo relevante del analisis matemdtico. Entre sus
propiedades podemos sefialar que J,, es solucién de la ecuacién diferencial

2dy dy

@—I—xd——&-(x — %)y =0

y tiene el desarrollo siguiente:

Ju(@) = (g)yémr(ﬁjm(g)m’

que es valido para todo x > 0.
Sabemos también que J,(z) = O(|z|~*/?) cuando |z| — oo, siendo esta propie-
dad consecuencia de la expresion integral

1 T oo
J,(x) = f/ cos(vt — xsent) dt — M/ e vizesenht gy
0 0

s ™

a través del método de van der Corput (o también de fase estacionaria), que es util
para estimar integrales oscilatorias.

Las referencias [13] y [I4] presentan demostraciones de numerosas propiedades
interesantes satisfechas por las funciones de Bessel. Entre las que son relevantes para
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este ensayo cabe destacar:

o T+ Ten() = ),
o« Jpr(@) = Joii(@) = 20 (),

=0, Sil/#u‘a

[yt D=9
. MJu(s)—/0 T = s (o 4 i9)2)

Estamos ahora en condiciones de tratar la integral I.
Consideremos la funcién

o =3 500 (7).
n=1

Un sencillo cdlculo permite obtener su transformada de Mellin:

Mf(s) = /000 7 f(x) d?x = i ME:L)/OOO Ty (%) d;x

El cambio de variable x = ny en la integral nos da

_ S () _ 1 rEr(a-is)/?)
Mf(s)_z = MJy(s) = C(1+is) (1+is)1“((1+i5)/2)7

y laidentidad I'((1—is)/2) = I'((1 + is)/2) satisfecha por la funcién Gamma implica

1 1
MF)] = [C(L+is)| (1+s2)172°

Tenemos que

Iy

/°° 1 ot _1/00 1 dt
o ca+i) THE 2/ et 1+E
_ = (n) \\?2 dx
= [T
_ — n)p(m) [ T T\ dr
= 3 M (D) S
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que se puede escribir como

Reemplazando las sumas infinitas por sumas hasta N (las denoto SV y S&¥) obte-
nemos los siguientes valores:

N SN Sy

103 1.2390804 1.5192090

10*  1.2393851 1.5197570

10°  1.2394125 1.5198117

105 1.2394153  1.5198171

107 1.2394156  1.5198177

Por lo que tomando los datos correspondientes al valor N = 107 obtenemos la
estimacion

I =1.5064...
La acotaciéon de la integral

> 1 dt
/ 5 —s =21 =3.012...
—oo [¢(1+it)|” 1+t

implica obviamente la ausencia de ceros de la funcién ¢ en la linea vertical (z) = 1.
Esto, a su vez, implica el Teorema de los Numeros Primos. Pero seria tramposo aducir
que el célculo anterior es una nueva demostracion de este teorema, por cuanto la
prueba de que la funcién ) @Jl (x/n) pertenece al espacio L? (R"’, x‘ldx) se basa
en las estimaciones conocidas para las sumas de Mertens: M (n) = O(n/(logn)®),
para cualquier o > 0.

La inspiracion para hacer estas cuentas vino de otros problemas en los que yo
estaba trabajando. Ahora bien, una vez que conocemos la finitud de la integral I
podemos reconstruir el procedimiento para llevarlo al terreno mas conocido de la
transformada de Fourier en la recta real:

[ 1 [~ > = m) dt
_ Z ( - Lm 671t(logn logm) - jl_ttQ

\/
/—\
\_/

m,n=1
m p(n)p(m) <3 @)
T2 m;zl P e

Surge la pregunta: suponiendo que ¢ carezca de ceros en la linea R(z) = 0, 1/2 <

o < 1, jes cierto que
o 1 dt
5 <o0o?
oo |¢(o + it) | 1+t
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3. ASsAl

La identidad T'0o S = S o T = Id equivale a ToS=So0T = Id, donde
~ > T ~ > T
Si@) =" r(5).  Tr@ = (%),
n=1 n=1

asi como a T’ 08" =5 o1’ = 1d, siendo ahora

Fg@) = gnx),  Tgla)= un)g(na),

y todas ellas son versiones de la llamada formula de inversion de Mdébius, que desem-
pena un papel muy relevante en diversas teorias aritméticas.

Un ejemplo notable viene dado por la funcién 7 (z) =Y .. logn. Resulta que

n<zx

x T
T(z) = ¢ (x) +¢(§) —Hb(g) +oe
donde 1 es la funcién de Chebychev

v(x) =) Aln),

n<zx

siendo A(n) = logp si n es potencia de un primo p, mientras que A(n) = 0 en los
restantes casos. Es decir,

W(z) = logp= Zlogpu(;iﬁ
p

m<x m

donde |t] es la parte entera de t.

Una manera sencilla de verificar 7 (z) = Y2, ¢(x/n) es observar que tanto el
miembro de la izquierda como el de la derecha tienen saltos iguales en los enteros
y satisfacen 7(1) = ¢(1) = 0. En el caso del entero n, el miembro de la izquierda
salta logn mientras que el de la derecha salta también din A(d) = logn.

La férmula de inversién de Mobius nos da

OE iu(n)’r(jj).

Chebychev observé que la combinaciéon

7@ -7(3)-7(5) -7(5) + 7 (5)

tiene la notable propiedad de que al sustituir los valores 7 (z/n) en términos de la
funcién 1, la serie > A\y1p(x/n) que resulta tiene signos alternados

AM=1 =0 A3=0, \y=0, X5 =0, Ao =—1

A¢ = —1, A =1,
A7 =1, Ag =0, Ag =0, A1z = =1, Ai3 =0,...
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Por lo tanto, es estrictamente mayor que 1(z) — 1(x/6). La férmula de Stirling nos
permite escribir 7 (z) = zlogz — x4+ O(log z) y obtener

1 1 1 1
(5 log 2 + 3 log 3 + £ log5 — 0 10g30)x +O(logz) =0.921...2+ O(log z),
que implica la estimacion
b(x) — w(%) <0.921...2 + O(log ).

Cambiando z por /6, sumando todas estas iteraciones y observando que solo son
necesarios log 2/ log 6 pasos para llegar a ¢ (x/6™) = 0, obtenemos

1 1 6
bi@) < (1+ S 67) 109212+ Ologx) < £ -0.921...2 + O(log” ).
Luego limsup ¢(x)/x < 1.105... Por otro lado sabemos que 0.921...2 + Klogz <
¥(z). Es decir, obtenemos

Y(x)

0.921... < liminf <limsup —= < 1.105...,
x

¥(z)

x
una estupenda aproximacién debida a Chebychev del Teorema de los Niimeros Pri-
mos. Este andlisis le permitiéo también a Chebychev dar una demostracién del lla-
mado Postulado de Bertrand: cada intervalo de enteros [n,2n] contiene un nimero
primo.

4. PRESTO: LA RADIACION DEL CUERPO NEGRO

Todo cuerpo emite radiacién electromagnética a menos que su temperatura sea
de cero grados Kelvin. Se trata de una transformacién de la energia interna del
cuerpo en energia electromagnética, que recibe el nombre de radiacién térmica.

Pero también es cierto que todo cuerpo absorbe radiacién electromagnética. El
caso «ideal» de un objeto que absorbe toda la radiaciéon electromagnética incidente,
tenga la frecuencia que tenga, recibe el nombre de cuerpo negro. Cuando un cuerpo
negro se encuentra a una temperatura uniforme su emisién presenta una distribucién
caracteristica de frecuencias que depende de la temperatura. Entender la radiacion
del cuerpo negro fue uno de los problemas que motivaron los inicios de la mecanica
cuantica. La férmula hallada por Max Planck es la siguiente:

2h3 [ a(T)
W(v) = 2 /0 chv/(KT) _ | dr,

donde

» W(v) = radiacién (por unidad de volumen) en la frecuencia v,

» a(T) = distribucién de temperatura en la superficie del cuerpo negro,
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= h = constante de Planck,
= k& = constante de Boltzmann,
= ¢ = velocidad de la luz.

Conocer los detalles de la deduccién de la férmula de Planck a partir de los
principios de la mecénica cudntica, y de la estadistica de los fotones (distribucién de
Bose-Einstein), es un ejercicio que recomendamos, pero que en este breve ensayo no
cabe abordar ([9] y [10]).

Surge el problema inverso: conocida la funcién observable W (v), jpodemos ob-
tener la distribucién de temperaturas a(7)?

El cambio de variables = h/(kT') nos permite escribir

v [®a x x © f(x
W) = 2 /O (h/(kw)) hd :”3/0 ef()ld$

62 evT — 1 k$2 v

con f definida de la forma obvia. Tenemos que

M/V(;/) = /Ooorie”"zf(z) dr = /000 e”iif(i) dx.

Sea ¢ la funcién del sumatorio; la formula de inversién de Mobius nos da
— pn) cx
) = 32553

Luego para conocer f, es decir a(7T'), basta con conocer g. Pero

vI3W(v) = L(g)(v) = /000 e Vig(t)dt,

donde £ designa a la transformada de Laplace, cuya inversa nos resuelve el problema:
1y - = u(n) sz
9= W), f) =3 M2,
n=1

5. FUGA: FUNCIONES DE BANDA LIMITADA

La férmula de inversién de M6bius nos remite, pues, al siguiente par de operadores

S-S v e -3 ),

n=1

cuyas transformadas de Mellin son las siguientes:

MSHE) = [ a81@) T = 0+ ()
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MR = [ o T8 @) T = i M@

La no acotacién de las funciones ¢(1 + is) y 1/{(1 + is), junto al teorema de Plan-
cherel, impide que S y T puedan ser operadores acotados en el espacio «natural»
L?(R*; 27 tdz). No obstante, en el caso de las funciones de Bessel J,, v > 0, se
verifica que T'J, € L*(RT; 27! dz):

° 2dx 1 [ 1 ds
T, (@) = = — .
/0 7. () x 2w [m [C(1+1is)|? v2+ s2

— i Z :u(k):u(]) /OO e*is(logkflogj) ds
2m o kj V2 + 52

- i () () <

Sin embargo, S(J,) no esta en L2(R™; 2! dx), como un cilculo muestra facilmente.
Ese mismo célculo permite demostrar también que la condicién

>t <o w0

es suficiente para que la serie de Neumann

= Zavo_,_qu,o_,_u(x) verifique Tf € L*(R*; 27" da).

Resulta facil comprobar que la condicién

Z sy v >0,
Vg +v

es necesaria y suficiente para que las sumas parciales

x) = Zauo+yJ,,0+l,(x), vy >0,

converjan en la métrica de L?(RT; 27! dx).

. Qué ocurre en LP(RT; 27 1dz), p # 2?7 La respuesta, nada elemental por cierto,
es que dicha convergencia es vdlida si y solo si 4/3 < p < 4. Se trata no obstante, de
un problema relacionado con el llamado multiplicador del disco para la transformada
de Fourier y los operadores de sumacién esférica o de Bochner-Riesz ([I], [4], [3]).

Las series de Neumann son también un instrumento valioso en teoria de la comu-
nicacion: una sefial f(¢) es alli una funcién del tiempo, mientras que su transformada
de Fourier f(f ) nos da la amplitud de la sefial en la frecuencia &.
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Las funciones cuya transformada de Fourier se anula fuera de un intervalo de
frecuencias [—€, Q] se dice que son de banda limitada. En el caso de las series de
Neumann donde vy = 1/2, es decir, sus indices son v = n + 1/2 con n entero no
negativo, se verifica que una condicién necesaria y suficiente para que una sefnal
f(t) pueda ser representada por una tal serie es que la transformada de Fourier
de la funcién ¢t='/2f(t) se anule fuera del intervalo 1, 1]. Resultado que podemos
trasplantar al intervalo general [—2, Q] con un cambio de escala adecuado.

Una version del principio de incertidumbre afirma que no puede existir una se-
nal no nula que sea, a la vez, limitada en tiempo y en frecuencia. En un celebrado
trabajo de Claude Shannon, uno de los fundadores de la teoria matematica de la co-
municacién, se introdujo el conjunto B(T, Q); €) de las senales tales que, con precisiéon
e > 0, tienen su energia concentrada en el intervalo temporal [0, 7] y sus frecuencias
en [—Q, Q). Es decir,

T 2 @ -~ 2 3
/ O de> - olfE v / F©)Fde > (1 — oI
-0

0

Siguiendo a Shannon, Landau y Pollack demostraron que el espacio B(T, §;¢) tiene
asintoticamente (cuando  y T tienden a infinito) la dimensién 2Q7T, para todo
€ >0 (ver [I1], [8], [12]). Resulta que las funciones .J,, 112, y las series asociadas de
Neumann, desempefian un papel decisivo en este andlisis, por estar muy proximas a
las funciones que constituyen la base que optimiza el calculo de la dimensién.

La estimacion J, (z) = O(|ac|_1/2)7 |z| — oo, implica que >, . +.J,(z/n) es una
funcién acotada de la variable x. Pero eso no es asi en los dos ejemplos siguientes:

P(z) = Z %cos (2#%) y Qz) = Z %sen (277%) .

n<zx n<zx

No obstante, si con la ayuda de un ordenador dibujamos las graficas de P y @,
sacaremos la impresion de que se trata de funciones acotadas, al menos dentro de
los rangos de nuestros computadores actuales. Pero se trata de una impresién falsa
ya que Hardy y Littlewood [6] demostraron que

y lim sup Q)

—————=|>0.
2—oo | (loglogx)1/2

P
lfm sup ‘ﬂ’ >0
r—o0o loglogax

En su demostracion, Hardy y Littlewood comienzan observando que
Z 16271'1'1/71 _ Z le2ﬂiz/n + 0(1)
n n '
nsz n<yx

Con mayor generalidad: dados v/r < a < b < z, tenemos que

1 .
E —e2m®/m — 0(1), uniformemente en a y b.
a<n<b n
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La demostracién se obtiene por comparacién con la integral f: e2miz/t % =0(1). Es

decir,
1, nt e dt
Z <e27rzw/n _ / e2‘n’z;ﬂ/t >
n n t
a<n<b
n+1
_ Z / (l o 1)62771’9:/71 + 1(627riw/n _ 627ria:/t) dt
n n t t
a<n<b
1 T T
o X s+i)=0() =00
a<n<b
Fijado ¥ > 1 consideremos los ntimeros z; = jy, j = 1,2,...,y, que satisfacen

las desigualdades y < x; < y2. Por la observacién anterior tenemos que

1 .
P(z;) = Z = cos (27rﬂ) +O(1), uniformemente en j < y.
1<n<y " "
Entonces,
Y j 1 J Jy
Z (1f —)P(:z:j) = 72 (1— 7> cos (ZW—) + O(y).
: y n 4 Yy n
=1 1<n<y - j=1

El niicleo de Fejér nos permite escribir

S (-D)re-3 ¥ - (wa(y)

= 1<n<y Y
1 1 1 1
>N 240w = 2y S -+ 0G).
=32 i y=+O(y) 2yd| g (y)
Yy Yy

En particular tenemos que

. , 1
wix P(jy) = 5 > —+0(1).
dly
Escogiendo y = z! resulta que la suma es mayor que Zizl k=1 >logx > loglogy.

El caso de Q(z) es algo més complicado pero su demostracién puede obtenerse
con célculos similares [6].

En la otra direcciéon (acotacién del crecimiento de P(z) y Q(z)) es obvio que
|P(z)| = O(log ) = |Q(z)|. Con ayuda de las estimaciones conocidas de sumas trigo-
nométricas (métodos de van der Corput, Weyl y Vinogradov) se han podido mejorar
un poco las cotas elementales y sabemos que P y Q) son O((log x)3/4(10g log 30)1/2“‘6)7
para todo € > 0 [B]. Pero este tipo de estimaciones raramente producen resultados
optimos. Habida cuenta de la relevancia que estas sumas tienen en las aplicaciones
del llamado método de sumacion de Lambert en la teoria de los niimeros y también,
parafraseando lo que el gran montafiero Mallory decia de la ascensién al Everest, jya
que esta ahi!, podemos preguntarnos:
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s ;Cudl es el verdadero orden de magnitud, cuando z — oo, de P(z) y Q(x)?

= Sean

P(z) = Z @ cos (27r%> y Qz) = Z @ sen (271'%) .

n<x n<x

;Son P y @ funciones acotadas?
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