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Arquitectura de inflorescencias y fracciones continuas

por

Carmen Casares Antéon

RESUMEN.  Las semillas del girasol dibujan familias de ramas espirales en
numero igual a diferentes términos de la sucesiéon de Fibonacci. Pero, jes esta
disposicién la tnica solucién al problema evolutivo de la distribucién de las
semillas en las especies botdnicas? Las fracciones continuas asociadas a los ni-
meros reales y sus congruentes dan respuesta a la pregunta. En este articulo se
muestran argumentos que descartan algunas arquitecturas de las inflorescen-
cias y senalan otras, diferentes a Fibonacci, como opciones que la Naturaleza
también desarrolla.

La inflorescencia, o capitulo floral, del girasol y otras especies la componen cientos
de flores diminutas rodeadas por una fila de flores en forma de pétalo sin funcién
reproductora. Las flores fecundadas desarrollan en su receptaculo el fruto con una
Unica semilla, la pipa. Las pipas se distribuyen en la inflorescencia formando familias
de espirales que dibujan un elegante entramado. El nimero de espirales de dos
familias que se cruzan a una distancia dada del centro coincide, en la mayoria de
las especies, con términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci 1,2,3,5,8,...
Esta disposicién aparece no solo con semillas en las inflorescencias, sino también en
las alineaciones secundarias, o parasticos, de las distribuciones de las hojas sobre el
tallo y se aprecian mejor cuando, como en las coniferas, las hojas son numerosas y
los entrenudos muy cortos [2].

Sin embargo, Fibonacci no es la tnica respuesta evolutiva que han desarrollado
las especies botdnicas. En las siguientes secciones se exponen argumentos sencillos
que justifican por qué se repite con tanta frecuencia este patrén filotactico y cémo
aparecen, ademds, otros patrones que también se observan en la Naturaleza.

1. SIMULACION DE INFLORESCENCIAS

1.1. CONDICIONES DE CRECIMIENTO Y DISTRIBUCIONES DE PUNTOS

Para simular las distribuciones de semillas en una inflorescencia se establecen las
siguientes condiciones de crecimiento [6]:

1. Las semillas se originan una a una a intervalos temporales constantes.

2. Las semillas se distribuyen radialmente sobre el capitulo de manera que el
angulo central entre una semilla y la siguiente es constante.
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3. La distancia de las semillas al centro del capitulo es tal que el ntimero de ellas
que cabe en un disco es proporcional a su area.

Las distribuciones de puntos en el plano que siguen estas condiciones de creci-

miento son
Q(r) = {(\/ECOS(Qm’j), \/jsen(Qm’j)) :j €N},

para r € R, y quedan determinadas por el nimero de vueltas |r| entre dos puntos
consecutivos (el signo de r indica el sentido del giro). Dependiendo de r, las distribu-
ciones Q(r) serdn o no el reflejo matematico de patrones de semillas en los capitulos
de alguna especie boténica.

1.2. PROPIEDADES DE LAS DISTRIBUCIONES ()

De la expresion para los puntos de las distribucién Q(r) se deducen, entre otras,
las siguientes propiedades:

PROPIEDAD 1. Q(r + p) = Q(r), para cualquier p € Z.

Asi pues, la parte entera de r no es relevante y en adelante se limitara el estudio
a las distribuciones con valores r € [0, 1).

PROPIEDAD 2. Las distribuciones Q(r) y Q(—r) son simétricas con respecto al eje
horizontal que pasa por el origen.

Si se considera que ambas distribuciones simétricas reflejan una misma arquitec-
tura para la inflorescencia, el estudio podria reducirse a distribuciones Q(r) tales
que r € [O, %]

PROPIEDAD 3. Los puntos de las distribuciones Q)(r) asociadas a racionales, r € Q,

se sittian sobre radios equiespaciados en numero igual al denominador q de la fraccion
irreducible g que representa al nidmero racional r.

Sir= % es racional, el angulo central entre dos puntos separados ¢ posiciones
es 2mp, un numero entero de vueltas, y los puntos caen sobre el mismo radio. Los
q— 1 puntos intermedios se distribuyen sobre radios separados un angulo equivalente
a 1/q vueltas. En esa distribucién €(r), hay g sectores circulares que no tienen
puntos. Si se tratase de la distribucién de semillas de una inflorescencia, el capitulo
de la planta tendria amplias regiones en las que no se producirian semillas. Las
semillas, ademads, se acumularian en radios, en una absurda competencia por recibir
nutrientes y radiacion solar para su crecimiento y maduraciéon. Quedan descartadas,
pues, como arquitecturas de inflorescencias aquellas que estuviesen representadas
por una distribucién (r) con r racional.

Antes de continuar el estudio de las distribuciones (r) con r ¢ Q interesa
introducir notacién y propiedades de las fracciones continuas asociadas a los niimeros
reales.
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2. FRACCIONES CONTINUAS

2.1. FRACCIONES CONTINUAS Y FRACCIONES CONGRUENTES

Cualquier nimero real r € R puede desarrollarse en una fraccién continua, finita
o infinita, de la forma

1
r = [ag; a1,a2,a3,...] = ap + 1 )
a + ——————
1
ag + —
1
ag + —
donde ag, ay,as,... son enteros, que llamaremos elementos de la fraccién continua,

y a; > 0 para j > 1 ([1] o [5]; también [8] si se prefiere una referencia mas moderna
entre las muchas disponibles, aunque utiliza una nomenclatura algo distinta).

Toda fracciéon continua finita es un ntimero racional, y viceversa. Toda fraccién
continua periédica es un niimero irracional cuadratico, y viceversa. La fracciéon con-
tinua que corresponde al nimero e no es finita ni periddica pero sin embargo tiene
regularidad:

e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,...] =2+
1+

24

1+

1+
4+
1+
1+

1

1

6+ —

i (s
@ (j =0,1,...) que

se obtienen al truncar la fraccién continua de r es una fraccién congruente, o un
congruente, del niimero r. Por ejemplo, los primeros congruentes de e son

Se dice que cada uno de los ntimeros racionales r; =

1 18 1 11
2, 24-=3, 24——=- 24— =
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2.2.  APROXIMACIONES RACIONALES OPTIMAS

Los congruentes pares forman una sucesién creciente y los impares una decre-
ciente,
Tg <ro <y <rg<---<r<--<rs<rg<ry,

ambas con limite r. En el cuadro 1 se pueden ver algunos ejemplos que seran de
utilidad.

r ro Ty T T3 T4 Ts Te
Vir[o 13t on o@on
V2-110 5 4 3 % om0
e-2 |0 1 § § 7 % %

Cuadro 1: Algunos congruentes para v/3 —1, ¥/2—1y e — 2.

Ademas, los congruentes pares e impares se acercan sucesivamente a r, es decir,
verifican la desigualdad

_br
gk

)

Pk+1
r— 2FtL
qr+1

<‘r

e incluso la desigualdad més fuerte

| g1 — Py < |qer — P -

De hecho, si % es un namero racional que verifica

.- p\ <lrop],
q qk
entonces
q > qk;
y si
lgr — pl < lqxr — pil,
entonces

q 2 qk+1-
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Por tanto, los congruentes r; son, en cada caso, la mejor aproximaciéon racional de
r de entre todas las fracciones con denominador menor o igual a gy.

Los numeradores p; y los denominadores g; de los congruentes verifican simultd-
neamente la misma recurrencia con respecto a sus dos predecesores:

Dj = a;pj—1+Ppj-2,
q; = ajqj—1+ qj—2,

para j = 2,3,..., donde a; es el correspondiente elemento de la fraccién continua
de r. En particular, cuando todos los elementos, incluidos ag y a1, son la unidad,
los numeradores y denominadores de los congruentes son términos de la sucesién de
Fibonacci y la fraccién continua corresponde al nimero dureo ¢ = 1+T\/57

p=[L1,1,1,..]=1+—"
14—

14+ —

1

1+ —

Cuando los elementos son la unidad salvo un ntimero finito no nulo de ellos, a; =1
para j = k+ 1,k 4+ 2,... con k > 2, los numeradores y denominadores de los
congruentes son términos de sucesiones diferentes a la de Fibonacci pero que siguen
la misma ley recurrencia que esta a partir del término (k 4 1)-ésimo. El cuadro 2
muestra los valores reales r y los congruentes que corresponden a diferentes ag, ay
y aa.

r Fraccion continua Congruentes
T4 | 51,1,1,1,1,..0] | 1,2,3,3,8 18 21
—L4 5 [0;1,1,1,1,1,...] | 01,4235 8
14¥5 | j0;1,2,1,1,1,...] | 0,1,2,3,3 8 13
I+ | [0;2,2,1,1,1,...] | 0,3,2,3 5 & 13
1By Y5 | 0;1,3,1,1,1,...] | 0,1,%,4,7 L 18
Cuadro 2: Los congruentes ro, r1 = %, ro = Z—z, ... de los ejemplos que se muestran

tienen denominadores g; que siguen para j > 2 la misma ley de recurrencia que la
sucesién de Fibonacci. Los dos primeros ejemplos corresponden al nimero aureo y
su inverso, y los denominadores de los congruentes q;, q27 ... reproducen la sucesién
de Fibonacci. El tercer ejemplo corresponde al niimero = + ‘£, y los denominadores
reproducen la sucesién de Lucas.
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Figura 1: Distribuciones de puntos Q(\/§ = 1)7 Q({’/ﬁ = l) y Q(e — 2).

3. DISTRIBUCIONES CON 7 ¢ Q

3.1. FAMILIAS DE ESPIRALES DEXTROGIRAS Y LEVOGIRAS

En el apartado 1.2 se observé que si r es racional los puntos de Q(r) se distribuyen
sobre radios en posiciones angulares periédicas. Pero si r no lo es, los puntos se
distribuyen sobre espirales (figura 1).

En efecto, si r no es racional, no existe ¢ € Z tal que el producto gr sea entero.
Pero, para determinados valores de ¢, dicho producto puede tomar un valor cercano
a un entero p. En esos casos, § serd una aproximacién racional de 7. Si p/q es una
aproximacién por defecto de r, un punto dado de la distribucién Q(r) quedara en una
posicién cercana, con un radio mayor y un angulo ligeramente menor, respecto del
punto que ocupa ¢ posiciones anteriores. Los puntos describiran familias de ¢ ramas
de espirales dextrdgiras. Anédlogamente, si p/q es una aproximacién por exceso, los
puntos describirdn familias de q ramas espirales levégiras. Ain més, dada una apro-
ximacién por defecto que tenga una familia de ¢ espirales dextrogiras asociadas, los
puntos de las ramas van quedando atras cada ¢ vueltas y terminan acercdndose por
delante al punto de la rama anterior. Es decir, a esa familia de espirales dextrégiras
le sigue una familia de espirales levégiras. Y viceversa, tras una familia de espirales
levégiras se aprecia otra familia de giro opuesto.

En resumen, en las distribuciones Q(r) se observan familias de espirales. Estas
familias de espirales aparecen a cualquier distancia del origen, aunque en diferentes
coronas predominan los trazos de una o, a lo sumo, dos familias de espirales. De
hecho, al aumentar la distancia al centro cada familia dominante cede el lugar a otra
de giro opuesto y mayor nimero de ramas (figura 2). El niimero de trazos de ramas
espirales de cada familia coincide con los denominadores de algunas aproximaciones
racionales de r.

3.2. FAMILIAS DE ESPIRALES Y CONGRUENTES

Considérese 2(r) con r ¢ Q, que, por la propiedad 1, puede suponerse positivo
y menor que uno. Supéngase ademds que, sobre esa distribucién, a una distancia
dada del centro, se observa una familia de espirales con ¢, ramas. Entre un punto y
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Figura 2: Algunas familias de espirales para Q(\/g - 1)7 Q(\S/ﬁ - 1) y Q(e - 2).
El nimero de espirales de las familias dibujadas es de 11, 15 y 41 en la primera
distribucion; 23, 27 y 50 en la segunda; y 7, 32 y 39 en la tercera; y coincide con los
denominadores de los congruentes (cuadro 1).

el siguiente de cada espiral de esa familia hay gir vueltas. Sea pj la aproximacion
entera de ese nimero de vueltas. El cociente % es una aproximacion racional de r

y el error cometido cuando se aproxima r como g—: es

‘ Pk
PR .2
qdk

Sea ahora pgi1/qr+1 la aproximaciéon con denominador gr4+1 > ¢ que corres-
ponde a la siguiente familia de espirales. Esta aproximaciéon, més fina, queda fijada
por el hecho de que su denominador sea el menor valor giy; que cumple que la
diferencia de vueltas entre gi17 y su aproximacién entera py41 sea inferior a la que
habia entre gxr y px. De esta manera, sobre la distribuciéon de puntos se percibira
una nueva familia de trazos espirales. Se verifica, pues, que

|qk+17 — Prr1] < |lqer — Pl -

Como se ha visto en el apartado 2.2, esta condicion caracteriza a las aproxima-
ciones racionales que provienen de truncar la fraccién continua que representa al
nimero real r.

Obsérvese que, como los congruentes sucesivos son aproximaciones uno por de-
fecto y otro por exceso de r, las familias de espirales consecutivas tendran giros
opuestos.

PROPIEDAD 4. Los puntos de las distribuciones asociadas a irracionales Q(r), r ¢ Q,
dibujan ramas de espirales de giros levégiros o dextrogiros alternadamente y que
coinciden en numero con los denominadores de las fracciones congruentes sucesivas
der.
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Figura 3: Distribuciones Q(m — 3), Q(e — 2) y Q(¢ — 1). Las fracciones continuas

para los tres valores son 7 — 3 = [0;7,15,1,292,1,...], e — 2 = [0;1,2,1,1,4,...]
yo—1= @ =10;1,1,1,1,1,...]. En las dos primeras se aprecian regiones en

las que predomina un unica familia de espirales. En la tercera pares de familias de
espirales se entrelazan con continuidad.

4. ARQUITECTURAS DEL CAPITULO FLORAL: FIBONACCI Y OTRAS
SUCESIONES

En los apartados anteriores se ha visto que las semillas en los capitulos de las
especies botdnicas forman distribuciones como las de puntos Q(r) definidas con valo-
res r irracionales que pueden elegirse en el intervalo (0, 1). En esas distribuciones se
aprecian regiones de familias de espirales que alternan el giro, levogiro o dextrégiro,
de igual manera que los congruentes de r alternan aproximaciones por defecto o
exceso. En la figura 3 se puede observar que, dependiendo del valor de r, en algunas
coronas circulares los puntos de la distribucién parecen dibujar una familia tnica de
espirales de igual giro, mientras en otras regiones se observan dos familias diferentes
de espirales con giros opuestos que se entrelazan.

En las regiones en las que se aprecia una familia tnica, las espirales dibujan
accesos al interior de la distribucién. Si estas distribuciones correspondieran a dis-
tribuciones de semillas de una inflorescencia, las semillas del capitulo quedarian méas
expuestas a agresiones externas que aquellas donde no se traza un camino hacia el
interior del capitulo. La selecciéon natural favorecera a las especies cuyas familias de
espirales estén, en todas las regiones, entrelazadas, porque esta distribucién dificulta
el acceso al capitulo floral y las semillas estdn mas protegidas.

Sea (y/ncos(2mrn), y/nsen(2rrn)) un punto, para n dado, de la distribucién
Q(r) con r € (0,1) irracional. Por ese punto se pueden trazar espirales de todas
las familias de espirales dadas para r, en particular la familia con g ramas. Entre
el punto n de una de esas ramas y el siguiente de la misma rama n + g; hay una
distancia angular de 27rq, ~ 27pg. Sin embargo, como qr = arqr—1 + qr—2, de los
qr — 1 puntos intermedios de la distribucién habra exactamente a; puntos, en las
posiciones n+ qg—1,n 4+ 2qx—1,n+ 3qk—1, - - - , W+ axqr_1, sobre la rama de la familia
de qi_1 espirales que pasa por n. Si el valor del elemento a; es diferente de uno,
la rama espiral asociada a la familia ¢_; tendra dos o mas puntos puntos frente al
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Figura 4: Se muestran las distribuciones Q(e —2) y Q(¢ —1). Sobre ellas estdn mar-
cados un punto, en negro, que ocupa la posicién n = 25 en la primera distribucién
y n = 34 en la segunda, y otros, en gris, que corresponden a tramos de dos familias
de espirales consecutivas, de 7y 32 =4 -7+ 4 ramas en el primer ejemplo y de 13
y 21 =1-13 + 8 ramas en el segundo.

dnico que corresponde, en esa region, a cada rama de la familia siguiente, y se vera
como trazo dominante hasta que se acerque a un arco de circunferencia y se aprecien
las ramas de la siguiente familia. Sin embargo, cuando el elemento ay, es igual a uno,
entre un punto y el siguiente de la familia de g espirales hay una tnica posiciéon
intermedia en la familia de g — 1 ramas. Como se puede ver en la figura 4, solo se
apreciaran dos familias entrelazadas con giros opuestos en este tltimo supuesto.

Una distribucién Q(r) repetird el patrén de espirales cruzadas en todas las re-
giones si sus elementos son la unidad salvo ag, que sin pérdida de generalidad puede
tomarse igual a 0 (propiedad 1), y quizd a1 y ag, porque en el centro del capitulo
se desdibuja la estructura de espirales. Equivalentemente, si los denominadores de
los congruentes (salvo quizd los dos primeros) siguen la misma ley de recurrencia
que Fibonacci, en las regiones del capitulo se observaran familias de espirales en-
trelazadas. En el caso concreto en que todos los elementos, incluidos los primeros
(salvo ag), sean la unidad, las familias de espirales tendrdn ramas en nimero igual
a los términos de la sucesién de Fibonacci. En el resto de los casos, es decir, si al-
gunos de los primeros elementos a1, az no son la unidad, el nimero de ramas de las
diferentes familias seguiran la ley de recurrencia de Fibonacci aunque la sucesién
resultante serd diferente a la de Fibonacci (figura 5). En todos los casos descritos, y
porque

prt=¢p-1=[0;1,1,1,...] =0+ ———————— = —— + —/5,
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Figura 5: Distribuciones Q(¢ — 1), Q(% + \/g) y Q(l + ‘2/—25) cuyas familias de

10 22
espirales corresponden a las sucesiones de Fibonacci, de Lucas y Anémala. En todas

ellas las diferentes familias de espirales se cruzan y todas representan arquitecturas
que se observan en la Naturaleza. El 4ngulo de giro entre dos puntos consecutivos
es, respectivamente, 222°, 260° y 151°. En los dos primeros casos, restringiendo el
valor de r al intervalo (0,1/2) (lo que puede hacerse sin pérdida de generalidad por
la propiedad 2) se conseguirian dngulos menores que el llano.

se tiene que el valor real r que determina las distribuciones matematicas Q(r) puede
expresarse como

r=[0;a1,az,...,a5,...] =0+ =a+ bV,
ai +

1
+—
ap+¢—1

az +

para determinados valores racionales de a y b.

En conclusién, entre las respuestas evolutivas para las arquitecturas de los capi-
tulos de las inflorescencias se encuentran la distribucién Q(¢ — 1) [7] y otras Q(r)
con 7 = a + by/5 para determinados racionales a y b (como los que aparecen en el
cuadro 2) cuyas familias de espirales tienen ntimeros de ramas que forman sucesiones
diferentes a la de Fibonacci. Algunas de ellas se muestran en la figura 6.

5. RESPUESTA EVOLUTIVA DE LAS ESPECIES

Para reproducir matemaéticamente las arquitecturas de las inflorescencias que
se observan en la Naturaleza mediante las distribuciones de puntos (r) se han
supuesto solo dos argumentos evolutivos que podrian haber servido para seleccionar
las especies mejor adaptadas. El primero es que no queden regiones yermas, sin
semillas, en el capitulo floral. Como se ha senalado en el apartado 1.2, eso limita
las distribuciones de puntos teéricas, Q(r), a aquellas en las que r es irracional. El
segundo argumento es que las distribuciones de las semillas dificulten el acceso de
agentes externos al interior del capitulo. En el apartado 4 se ha mostrado que este
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Figura 6: Algunas familias de espirales para Q(¢ - 1), Q(% + %) y Q(% + 2—‘/25)

El nimero de espirales de las familias dibujadas es de 21, 34 y 55 en la primera
distribucion; 18, 29 y 47 en la segunda; y 19, 31 y 50 en la tercera; y coincide con
los denominadores de los congruentes (cuadro 2).

argumento limita los valores irracionales de r a a + b5 para determinados valores
racionales a y b.

Con estas restricciones, las distribuciones tedricas que se utilizan para estudiar
las distribuciones reales de las semillas en la inflorescencia se reducen a aquellas en
las que los puntos dibujan familias de espirales entrelazadas con nimero de ramas
que siguen la ley de recurrencia de la sucesién de Fibonacci.

Pero las restricciones utilizadas no cierran la posibilidad a sucesiones diferentes
de Fibonacci, generadas con la misma recurrencia, aunque partiendo de diferentes
primeros términos (cuadro 2). Y la Naturaleza tampoco cierra esa opcién. En el
cuadro 3 se resumen las observaciones que T. Fujita [3] realizé en 1938 sobre la fre-
cuencia de diferentes patrones de inflorescencias y filotaxia de 670 especies botanicas
angiospermas, con capitulo floral, y gimnospermas (véase también [4]). Se observa
que, aunque Fibonacci corresponde a la arquitectura mas frecuente, no es la tnica
respuesta.

Patrén filotactico Secuencia de espirales Frecuencia
Fibonacci 2,3, 9,8, 13,... 626
Doble Fibonacci 2, 4, 6, 10, 16, 26,... 13
Lucas 1,3,4,7 11, 18,... 5
Andémalo 2 5, 7,12, 19, 31,... 1
Segundo complemento 4,5, 9, 14, 23,... 1
Otros 1, K,E—i—l,... (5<£<18) 24

Cuadro 3: Observaciones de T. Fujita en 1938 [3] sobre la frecuencia de patrones de
espirales en las semillas de 670 especies botanicas. Todos los patrones corresponden
a sucesiones con la misma ley de recurrencia que la de Fibonacci, pero con distintos
valores iniciales.
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