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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccién a cargo de

Laureano Gonzélez Vega

El lector habitual de esta columna de LA GACETA habrd observado
que he recogido de Tomds Recio el testigo de continuar acercando a los
lectores de LA GACETA temas donde las Matemdticas y la Computacion
conviven en armonia. Es mi intencion que sean los autores que contribu-
yan a esta columna los que hablen pero, en este numero, contamos con
Tomads Recio como uno de los autores de la contribucion que hoy trae-
mos aqui. Y es de justicia agradecer aqui y ahora a Tomds el tiempo y
el trabajo (ambos, sin duda, infinitos) que ha dedicado a La Columna de
Matemética Computacional de LA GACETA, siendo el unico editor que ha
tenido esta columna (jdesde 1998 hasta 2019!). Tomds fue el autor de esa
primera columna que data de 1998 y, en este numero, el lector interesado,
mds de 22 anos después, podrd observar como el interés de Tomds por el
cdlculo del numero de raices reales sigue presente aqui en la descripcion
del automata geometra que hacen Tomds y sus colaboradores.

Hacia un autémata geémetra

por

Francisco Botana, Zoltan Kovacs, Tomas Recio y M. Pilar Vélez

Automata, segun Wikipedia, viene del griego automatos, que significa espontaneo
o con movimiento propio. Segun la Real Academia Espainiola (RAE), en su segunda
acepcion, autdmata es una «maquina que imita la figura y los movimientos de un ser
animado». Por otra parte, la RAE también nos senala que un geémetra es, simple-
mente, un especialista en geometria. Asi, un autémata geémetra seria un méquina
que desarrollara, con éxito, las tareas habituales de un geémetra humano: conjeturar,
demostrar, refutar, descubrir. .. propiedades geométricas.

Este articulo tiene como objetivo ilustrar al lector, muy particularmente a los
colegas de la comunidad matematica espanola, de la RSME, de la evolucién de
nuestro grupo de investigacion y de su trabajo a lo largo de los ultimos 30 afios, en
pos de la creaciéon de un autémata gedmetra.

Para ello, en las secciones siguientes se trazan unas pinceladas sobre la histo-
ria de las contribuciones del equipo de investigaciéon creado en torno a los autores
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de este articulo, incluyendo, en particular, una descripcién informal de los concep-
tos, problemas y métodos que fueron desarrollando. No pretende ser, no puede ser,
una historia universal de la demostraciéon automatica de teoremas geométricos, pero
creemos que el lector interesado encontrara datos relevantes a este respecto en las
referencias que se incluyen a lo largo de este trabajo.

Finalmente se presenta el resultado més «visible» de nuestro trabajo, el auto6-
mata geémetra AG, a través de diversos ejemplos, concluyendo con unas someras
reflexiones acerca de su potencial impacto en el mundo educativo.

1. NUESTRA PEQUENA HISTORIA. INICIO: ANOS 90

La tarea que vamos a describir en este trabajo la inicié, hace 25 anos, uno de los
autores (T.R.) del mismo, tras su asistencia, gracias a la financiacién de su primer
proyecto de investigacién!, al Symposium on Symbolic and Algebraic Computation:
Symsac’86, que tuvo lugar en Waterloo, Ontario, Canada. Su presencia —como
mero oyente— en el congreso se debia al especial momento que entonces se vivia de
incorporacién de las técnicas de dlgebra computacional (véase [23], un libro que le
fue particularmente influyente en esa época) a la geometria algebraica y, en especial,
a la geometria algebraica real, su campo de investigacion hasta ese momento.

En ese congreso? impartié una conferencia invitada el profesor Wu Wen-Tsiin®
sobre su propuesta de mecanizacién de la demostracion de teoremas en geometria
elemental a través de la conversién de los enunciados en sistemas de ecuaciones
polinémicas y su manipulacién con algoritmos de geometria algebraica computacio-
nal [73], lo que le valié en 1997 el Premio Herbrand* for Distinguished Contributions
to Automated Reasoning. En el mismo congreso se presentaron, también, otras co-
municaciones fundamentales sobre el mismo tema y método, [39, 47].

Como senala [66], a lo largo de la década siguiente, T.R. comenzé a aplicar
estas técnicas, con la ayuda del programa CoCoA®, a diversos ejemplos de teoremas
geométricos, conformando asi un material docente para sus clases en una asignatura
de algebra conmutativa de la licenciatura de Matematicas de la Universidad de
Cantabria. Una metodologia que, méas tarde, otro de los autores de este trabajo,
M. P. V., incorporé a sus clases en la Universidad Complutense. Gran parte de este
material estd recogido en el capitulo I del libro [60], publicado en 1998, escrito
en respuesta a una invitacién del anorado Miguel de Guzmaén, gran amante de la
geometria elemental, quien en algin trabajo, como se detalla en el libro, se inspir6é
en estas técnicas de razonamiento automadtico, ver [33].

La conclusiéon matematicamente méas destacable de todo este periodo de trabajo
con casos particulares fue la propuesta [67] de un método propio de demostracion

1 Geometria y Algebra Reales, CAICYT-2280/83

2Que forma, parte de la serie de congresos mas importantes de dlgebra computacional, conocidos
a partir de cierta fecha por las siglas ISSAC (International Symposium on Symbolic and Algebraic
Computation), https://www.issac-conference.org/past.php

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Wu_Wenjun

4nttps://en.wikipedia.org/wiki/Herbrand_Award

Shttp://cocoa.dima.unige.it
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y —cuando el algoritmo de demostraciéon concluye que esta no es posible, por la
falsedad del resultado formulado— de descubrimiento automdatico de las hipbtesis que
habria que anadir para la validez del teorema geométrico enunciado. Digamos, por
poner un ejemplo sencillo (teorema de Simson y su reciproco, [60]), que si tratamos
de probar la alineacién de los pies de las alturas trazadas desde un punto arbitrario a
los lados de un tridngulo, el algoritmo de demostracién y descubrimiento automatico
indicara que ese resultado no es cierto, pero que lo seria si el punto desde el que se
trazan las alturas no fuera arbitrario, sino que se encontrara en el circuncirculo del
tridngulo dado. Véanse la figura 1, que reproduce dos imagenes de este proceso en
el programa GDI, al que nos referiremos en la seccién siguiente, y la figura 2, que
ilustra la prueba con GDI de la alineacién de ciertos puntos notables en un tridngulo.
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Figura 1: El programa GDI, descubriendo el teorema de Simson.

Dicho sea en términos muy simplistas, demostrar automdticamente que un enun-
ciado es cierto puede pensarse como la verificacion de la ausencia de soluciones en el
sistema de ecuaciones que recoge las hipdtesis (estas dos rectas son perpendiculares,
este punto equidista de estos otros dos, etc.) y la negacién de la tesis (formulan-
do la negacién de la tesis ¢(z1,...,2,) = 0 como t(x1,...,2,) * 2z = 1, con una
variable z extra). Y descubrir hipdtesis complementarias consistirfa en anadir con-
diciones (necesarias) que sean consecuencia de la conjuncién de las hipdtesis y tesis
y se expresen en términos de los elementos libres de la construccién, comproban-
do, a continuacién, si tales condiciones necesarias son también suficientes, usando el
algoritmo de demostracion.

Ambos tests, de ausencia de soluciones o de derivacién de consecuencias, pueden
realizarse con algoritmos bien conocidos de algebra computacional, para determinar
si 1 es una combinacién de las hipétesis v de la negacién de la tesis®, o para eliminar
variables en el ideal de tesis + hip6tesis. En [67, 26, 68] puede verse una formulacién
matematica rigurosa y una introducciéon a las multiples y sutiles complicaciones
existentes.

6En este contexto es habitual trabajar con soluciones en el espacio C™ de los sistemas de ecuacio-
nes, al ser el caso de las soluciones reales mucho mas dificil de tratar, lo que exige —si el resultado
no es valido sobre los complejos— la revisién posterior de la validez real de las conclusiones, [63].
En todo caso se trata de un tema actual de investigacién, al que nos referiremos més adelante en
este articulo.
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Una alternativa original —tal vez demasiado técnica para ser descrita en este
trabajo— a tales algoritmos tiene que ver con la reducciéon rigurosa —es decir, no
probabilistica, sino mateméticamente cierta— de la verificacién de la certeza o false-
dad de una proposicién a su comprobacién en un nimero finito de casos. Se trata, de
manera muy grosera, de hacer una relectura del algoritmo de demostracién de modo
que se convierta en un proceso para decidir si las soluciones de un cierto sistema
de ecuaciones, del que solo conocemos que sus soluciones son o bien todo el espa-
cio o bien un conjunto algebraico con una cota de su grado (establecida mediante
los grados de las ecuaciones que representan las hipé6tesis), representan realmente el
espacio total o no.

Por ejemplo, imaginemos que sabemos que tal conjunto es una curva de grado
menor o igual a dos (o todo el plano). Entonces bastaria con tomar seis puntos
adecuadamente dispuestos para que no estén contenidos en ninguna cénica y verificar
—sin necesidad de calcular la curva, solo con un test de pertenencia, un oraculo que
nos indique si un punto estd o no en dicha curva— si la curva asociada al teorema
geométrico que consideramos pasa por todos ellos. Si no pasa por alguno, obviamente,
el objeto que estamos testando no es todo el plano. Si pasa por todos ellos, tiene
que ser todo el plano forzosamente.

En [61] puede verse una versién inicial, intuitiva, en castellano, de principios
de este siglo, y en [65] una publicacién reciente, matemdticamente precisa, de es-
ta idea tan prometedora, computacionalmente hablando. La columna Recio en el
comparativo disponible en https://tinyurl.com/provertest puede dar una idea
inicial de la velocidad de este algoritmo que se ha incorporado (atin de modo muy
restringido) al conjunto de métodos que el programa de geometria dindmica Geo-
Gebra” pone en marcha simultdneamente para establecer la verdad/falsedad de un
enunciado geométrico, ver [40]. Pero. .. jno adelantemos acontecimientos!

2. GDI: 2000-2010

La década de los 90 fue, sin duda, un momento de extraordinaria expansién inter-
nacional de esta aproximacion algebro-geométrica computacional a la demostracién
automdtica de teoremas geométricos. Un crecimiento apoyado, en nuestra opinién,
por el desarrollo y popularizacién entre los investigadores matematicos, a lo largo de
estos afios, de miltiples programas de 4lgebra computacional® (también conocidos
como «sistemas de célculo simbdlicoy, CAS), como Macaulay, CoCoA, Mathematica
o Maple, cuyos comandos de manipulacién de polinomios evolucionaron extraordi-
nariamente, posibilitando manejar ejemplos complejos de demostracién de teoremas
en un tiempo reducido.

También fue en esa década cuando comenzé a divulgarse en la comunidad edu-
cativa la existencia de cierto software denominado de «geometria dindmica», SGD?,
como The Geometer’s Sketchpad, Cinderella o Cabri, que permite construir figuras

"https://www.geogebra.org
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/List_of_computer_algebra_systems
9https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_interactive_geometry_software
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geométricas en la pantalla del ordenador mediante el establecimiento de relaciones
geométricas entre los elementos de la figura, unas relaciones que permanecen esta-
bles aunque se muevan tales elementos. Por ejemplo, si construimos en un SGD un
circulo ¢ de centro A y radio 2 y cambiamos la posicion de A, el circulo ¢ acompanara
ese movimiento y seguird teniendo las caracteristicas establecidas; por el contrario,
si construimos un circulo ¢’ de centro A y que pasa por otro punto libre B, ubicado
inicialmente a una distancia de 2 unidades de A, aparentemente ¢ y ¢’ serdn iguales,
pero si movemos A y dejamos fijo B, el circulo ¢’ ir4 cambiando de radio, en funcién
de la distancia que se establezca entre A y B.

Loégicamente, la cooperacién entre ambos sistemas de software (CAS y SGD) es
especialmente atractiva desde la perspectiva de la demostraciéon automatica, puesto
que permite, a través de la introduccién en la ventana de un SGD de los pasos
de la construccién de la figura correspondiente y de la formulacién de la conjetura
—por ejemplo, sefialando con el ratéon determinados elementos y eligiendo en un
ment del SGD algunas propiedades que se considera que han de verificar entre
ellos—, la traduccion e incorporaciéon mecanica en el CAS asociado de los polinomios
que describen analiticamente la hipdtesis y la tesis, asi como la ejecucion por este
programa del algoritmo de prueba, para concluir con la superposicion de la respuesta
(verdad/falso) en la ventana del SGD (véase un ejemplo en la figura 1).

Por ello, tras haber logrado desarrollar, en la década de los 90, algoritmos efi-
cientes de prueba de enunciados geométricos complicados, a comienzos del nuevo
siglo se plantea de manera natural, como el paso siguiente hacia la mecanizaciéon del
razonamiento geométrico, el establecimiento de una simbiosis CAS/SGD que facilite
la interfaz con el usuario, a través de la visualizaciéon y automatizacién de la intro-
duccién de las ecuaciones correspondientes a las tesis e hipétesis de los teoremas. Y
esto con vistas no solo a facilitar el trabajo de los matematicos que investigan en este
campo, sino teniendo en cuenta el destinatario final de los resultados sobre razona-
miento automatico en geometria elemental, el mundo educativo. Un destinatario que
tal vez, en la fase inicial, no estuviera presente en la mente de los investigadores, pero
que a partir de la década de los noventa fue, de alguna forma, el oscuro —confuso e
implicito— objetivo de los mismos.

Asi, en [60, p. 81], se anuncia: «Uno de los requisitos para que esta técnica
tenga cierta repercusion escolar en el futuro es la automatizacién de varios pasos
intermedios. Por ejemplo, la obtencién automatica de las ecuaciones analiticas de
las hipétesis y de las tesis conjeturales, de modo que el ordenador desarrolle, sin
intervencién humana, las ecuaciones [...] a través de una interfaz grifica [...] Fi-
nalmente, la simplificacién fundamental vendria de la mano del establecimiento de
una comunicacion entre el programa grafico y el programa (o programas) de Célculo
Simbélico que vaya a ser empleado [...] Ya existen hoy calculadoras de bolsillot?
que incluyen programas geométricos y simbdlicos |...] jsolo falta que, mafiana, se
relacionen entre si!».

Y también Miguel de Guzmadn sefiala [34] en 2002, lamentdndose tanto de la falta
de calculo riguroso en los SGD como de la «pesadez» de los CAS para manipular

10E] texto se refiere a la TI-92, https://en.wikipedia.org/wiki/TI-92_series, que incorporaba
el CAS Derive y el SGD Cabri, pero de modo independiente.
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ecuaciones derivadas de construcciones geométricas, que «es claro que los programas
actuales de geometria interactiva, tales como Cinderella, Sketchpad, Cabri... aven-
tajan ampliamente a Derive en lo que se refiere a la flexibilidad extraordinaria que
proporcionan para la experimentaciéon con elementos geométricos elementales, pero
Derive (como otros programas de cdlculo simbélico) permite, ademds de experimen-
tar en geometria a su modo un tanto méas pesado, llegar hasta la demostracion de
muchas de las conjeturas que la experimentacion sugiere y que los programas ante-
riores no son capaces de realizar [...] me resulta del todo verosimil que en un futuro
bastante proximo la experimentacién serd mucho mas facil de realizar que ahora,
la conjetura y su comprobacién o refutacion se hard asi mucho més sencilla y sin
esfuerzo, y la demostracién automatica sera directay» (la negrita es nuestra).

Tales programas, que permitan la introducciéon grafica de una construccién geo-
métrica sobre la que se establecen ciertas conjeturas cuya validez rigurosa (no pro-
babilistica ni numéricamente aproximada) es comprobada mediante la conexién con
un sistema de célculo simbdlico, iniciaron, de manera casi simulténea a finales de los
90, su desarrollo por diversos grupos de investigacion, con una pluralidad de matices
(grado de automatizacién de la interconexién de los dos sistemas, accesibilidad por
internet, tipos de tareas de razonamiento automatico que permiten, etc.).

La péagina List_of_interactive_geometry_software de Wikipedia a la que
hemos hecho referencia anteriormente ofrece, en particular, una tabla que sintetiza
las capacidades en razonamiento automatico de diferentes programas de geometria
dindmica, pero no incluye'! una referencia detallada al programa Geometry Expert
(GEX), pionero en el desarrollo de esta colaboraciéon SGD/CAS para la demostracién
automadtica [25]. Ciertamente este programa —como otros varios desarrollados hace
una veintena de anos por grupos de investigacién, con una difusién préacticamente
restringida a la comunidad cientifica— tuvo una vida corta. Fueron reemplazados,
en el mejor de los casos, por versiones con interfaces actualizadas para los diversos
sistemas operativos o programadas en lenguajes mas modernos (por ejemplo, Java).
Asi GEX se convirtié, hacia mediados de la década 2000-2010, en el proyecto Java
Geometry Expert [74], JGEX, cuyo lanzamiento se anunciaba para finales de ese
periodo*?.

Remitimos al lector al primer capitulo de la tesis [71], «Geometria Dindmica
Inteligente», presentada por J.L. Valcarce en 2003 en la Universidad de Vigo y
dirigida por uno de los autores de este articulo, F.B., titulado «Estado del arte:
Sistemas de Geometria Dindmica y Deducciéon Automética en Geometria» si desea
encontrar mas detalles acerca del incipiente desarrollo, a principios de siglo y a
nivel internacional, de programas de geometria dindmica que incluyan comandos de
demostracion automatica.

1yéase, por el contrario, la web https://swmath.org/?term=automated+theorem+proving+
dynamic+geometry&which_search=standard&sortby=rank

12Como se describe en https://zhuanlan.zhihu.com/p/118669357: «The Java Geometry Expert
(Java GEX or JGEX) has been rewritten completely with emphasis on its ease of use by high
school students and teachers in geometric drawing for educational purpose. The primary goal of
Java GEX is to provide a piece of alternative and free software for dynamic geometry. We began
this project in 2004 and plan to release the first official version in 2008».
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Figura 2: El programa GDI, probando que el circuncentro, ortocentro y baricentro
estan alineados en cualquier triangulo.

Dicha tesis fue, en todo caso, la primera aportacion espanola en esta direccién y el
programa GDI (por las iniciales de Geometria Dindmica Inteligente) que desarrolla
esta tesis fue, en su momento, a nivel internacional, uno de los programas mas ver-
satiles, al ir incorporando paulatinamente diversos médulos (Lugares, Discovery. .. )
para el calculo de lugares geométricos, el descubrimiento y prueba autométicos,
etc. De amplia accesibilidad y facilidad de manejo, GDI conectaba REX, un SGD,
especificamente desarrollado por el profesor Valcarce, con diversos CAS (CoCoa,
Mathematica, Maple, OpenMath), facilitando, ademads, la eleccién por el usuario de
varios métodos de prueba (Wu, Grobner, etc.), como puede apreciarse en la figura 2.
Dado que la tesis no estd publicada, remitimos al lector interesado a [21, 22] o [14]
para que pueda consultar una descripcién de las caracteristicas de GDI'S.

El crecimiento y fortalecimiento del grupo espanol, con la incorporacién de Val-
carce y Botana al nicleo inicial de T. Recio y M. P. Vélez, supuso, en particular, el
desarrollo de numerosos trabajos centrados en el descubrimiento de teoremas cada
vez mas complejos, utilizando y desarrollando, ademas, nuevas técnicas complemen-
tarias.

Asi, en [63] se aborda el teorema 83 de MacLane (dados ocho puntos P; en el
plano tales que, para ¢ = 1,...,8, se tiene que P;P;;1P;y3 estan alineados, siendo
P,1s = P;, entonces han de estar todos alineados), donde se discuten las sutiles
diferencias del concepto (esto es, de los aspectos técnicos de la definicién matematica
asociada) de «verdad» en el caso complejo y real que pone de manifiesto este ejemplo.

13De [14]: «The goal of this paper is to report on a prototype of a new dynamic geometry
software, GDI (Geometria Dindmica Inteligente). We will describe how, apart from being a standard
dynamic environment for elementary geometry, GDI addresses some key problems of the dynamic
geometry paradigm, by including enhanced tools for loci generation and automatic proving, plus
another distinguished feature, namely, a discovery option, allowing the user to find complementary
hypotheses for arbitrary statements to become true. The key technique for all these improvements
is the development of an automatic bridge between the graphic and the algebraic counterparts of
the program (calling on an external computer algebra system)».
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Pero lo que resulta particularmente relevante en ese trabajo es mostrar la posibilidad
de abordar, via GDI, dicho teorema, mediante el descubrimiento automatico, algo
que no es posible realizar con otro programa con interfaz geometria dindmica que solo
tenga incorporada la demostracién automatica, dado que se trata de un enunciado
de tipo no constructivo, puesto que cada punto P; estd sujeto a tres condiciones (ver
[24, p. 16] o [63, p. 765]).

Por el contrario, con GDI (figura 3) se puede realizar una construccién que sa-
tisface solo las primeras cinco condiciones de alineacion Py Po Py, Py P3Ps, P3Py Py,
P,P5;P;, P;PsPs, dado que de esta forma P; puede elegirse libremente, Ps, P3, Py, Ps
estan sujetos solo a dos condiciones cada uno, y P, Pg verifican solamente una con-
dicién. A continuacién, GDI permite plantear el descubrimiento de las hipdtesis
necesarias para que también se verifique la alineacion de Ps PPy, PrPsPy y P3P Ps,
algo que, como es habitual en el descubrimiento, no es evidente en la figura. Y,
tras anadir estas condiciones extra, concluye, precisamente, con la necesidad de la
alineacién de los ocho puntos.
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Figura 3: El programa GDI, descubriendo el teorema 83 de MacLane.

Otro ejemplo interesante del trabajo del grupo en ese periodo lo constituye la
bisqueda automéatica de una generalizacién del teorema de Steiner-Lehmus, una ta-
rea en la que resulté decisiva la participacion de los profesores Antonio Montes,
de la Universidad Politécnica de Cataluna, y Rafael Losada, del I.LE.S. de Pra-
via (Asturias). Este teorema afirma que si un tridngulo tiene dos bisectores in-
ternos (es decir, el segmento de la bisectriz del angulo interior, desde el vértice
hasta el lado opuesto) de igual longitud, entonces es isdsceles (y reciprocamen-
te). En http://www.mathematik.uni-bielefeld.de/~sillke/PUZZLES/steiner-
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lehmus se describen multiples demostraciones (comentadas, en muchos casos), con
aportaciones de matematicos de la talla de Coxeter, Conway y otros, y un listado
de publicaciones hasta principios del siglo XXI —aproximadamente— sobre dicho
resultado.

Nuestro trabajo inicial vers6 sobre el descubrimiento —usando GDI y las técnicas
de descubrimiento automaético desarrolladas por el grupo con anterioridad— de las
hipotesis adecuadas para que se verifique la igualdad de dos o tres bisectores de
cualquier tipo, internos o externos (determinados por la bisectriz del 4ngulo exterior
de cada vértice y su interseccién con la recta soporte del lado opuesto), ver [10, 26,
51, 52].

Como muestra de la complejidad de los resultados obtenidos, la figura 4 repro-
duce, usando una técnica desarrollada en este contexto por R. Losada en GeoGebra,
el «color dindmico» [49], la curva de grado 35 que contiene las posibles ubicaciones
del vértice P (los vértices A y B se fijan inicialmente) para que haya al menos dos
longitudes iguales de bisectores de vértices distintos'4. Nétese arriba, a la izquierda,
el valor de dichas longitudes (eA es el nombre del bisector exterior, de color rojo,
asociado al vértice A; iA representa el bisector interno, de color blanco, del mismo
vértice, etc.).

eA = 8.59066 iA = 0.70337

eB = 4.12569 iB = 1.01906
eP = 2.69838 iP = 0.90576

Figura 4: Descubrimiento automético de la generalizacién del teorema de Steiner-
Lehmus, representado la solucién obtenida, usando color dindmico, en GeoGebra.

Dicha curva resulta ser la unién de una recta (la mediatriz entre A y B, de modo
que la ubicacién del tercer vértice produce un tridngulo isésceles, de angulos iguales
en A, B), dos circulos centrados en A, B respectivamente, y pasando por B, A, en

MEn http://geogebra.es/color_dinamico/color_dinamico.html y https://www.geogebra.
org/m/d6j2nhYG puede verse una detallada descripcién de esta técnica y, en particular, un enlace
interactivo a figuras como esta.
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Su caso, que representan también el caso isésceles, pero con igualdad de otro par de
lados, y de otra curva de grado 30 que es, realmente, la unién de tres curvas de grado
10, que corresponden a las posiciones del vértice libre para que se produzca alguna
igualdad de longitudes de bisectores internos/externos de los tres pares posibles de
vértices. En la figura 5 hemos representado, a la izquierda, la curva donde se ha
de ubicar C' para que haya alguna coincidencia de tamano entre los conjuntos de
nidmeros {eA,iA} y {eB,iB}y, a la derecha, lo mismo, pero para los vértices A, C.

—
E34 Le

Figura 5: Posiciones del vértice libre para la igualdad de un par de bisectores,
visualizadas usando color dindmico.

Ademas, en los trabajos arriba citados, se estudiaron las condiciones para la igual-
dad de tres bisectores (de cualquier tipo) de vértices distintos, concluyendo que este
caso solo era posible en tridngulos equildteros (en el que los tres bisectores internos
coinciden, asi como los externos, pero ambos nimeros son distintos), o cuando los
externos de B, C coinciden con el interno de A, o los externos de A, B con el interno
de C', de modo que se puede afirmar que no existen tridngulos con dos bisectores
internos y uno externo, o con tres bisectores externos, con el mismo tamafio. Por
ultimo, otro de nuestros trabajos [53] abordé el estudio, mediante las herramientas
de razonamiento automatico, de la igualdad de los dos bisectores correspondientes
a un mismo vértice, en uno, en dos o en tres de los vértices del tridangulo; o de la
igualdad de areas de los tridngulos rectangulos formados por cada vértice y los pies
de los bisectores correspondientes), etc., arrojando interesantes conclusiones.

Curiosamente, un problema sobre bisectores apareci6 en la secciéon Problemas y
Soluciones de La Gaceta [69], con motivo del centenario de la RSME. El problema
ENEM 3, propuesto por la redaccién, consideraba, en un tridngulo cualquiera, el
tridngulo bisector asociado, formado por los pies de las tres bisectrices internas. Y
planteaba probar que, en cualquier punto del perimetro de este tridngulo bisector,
se verifica que alguna de las tres distancias del punto a los lados del tridangulo inicial
es igual a la suma de las otras dos.

No pudimos resistir la tentacién de probar nuestras técnicas de razonamiento
automdtico en este problema y asi, en [50], publicamos la solucién a una versién
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generalizada del mismo, en el que considerabamos el enunciado simultdneamente
sobre los diversos triangulos bisectores que se pueden construir teniendo en cuenta
las bisectrices internas y externas en cada vértice. Es destacable comprobar cémo ese
articulo reconoce que la interaccién geometria dindmica (GDI, GeoGebra) / célculo
simbdlico (Maple) que se llevé a cabo para abordar el problema fue realizada de modo
no automatico, por los autores del mismo. Y, por eso, hace continuas referencias a
la necesidad —y aparente facilidad de automatizar, dado el planteamiento general
de GeoGebra!® combinando CAS y SGD— en un mismo programa estas tareas, lo
que va a constituir uno de los logros del equipo en la siguiente década 2010-2020.

Ha de enfatizarse la importancia, puesta de manifiesto a lo largo de todo este
periodo de experimentacién, de que la interaccién CAS/SGD se lleve a cabo en un
mismo programa y que este tenga diversas aplicaciones, una amplia difusién y man-
tenimiento. Es decir, que no se trate simplemente de un programa de razonamiento
automadtico, usado, basicamente, por investigadores, sujeto, por tanto, a las contin-
gencias y vaivenes propios de la actividad investigadora, en un contexto tecnolégico
(lenguajes de programacion, por ejemplo) altamente cambiante al que es preciso
adaptarse continuamente (como ocurrié con GEX, JGEX, etc.). Que no se trate,
tampoco, de un programa que enlace, a su vez, con otro programa externo para lle-
var a cabo tareas fundamentales (como hacia GDI con CoCoA, Mathematica, etc.),
lo que conlleva una interdependencia que termina por hacer inviable la conexién a
medio plazo, por la evolucién natural e independiente de cada programa.

El teorema de Steiner-Lehmus arrojé, también, otros aprendizajes cuya conso-
lidacién tuvo lugar en la década siguiente. Nos referimos al planteamiento de este
mismo problema para estudiar la eficacia de una nueva aproximacién algoritmica al
razonamiento automatico, mediante las bases de Groébner paramétricas y su imple-
mentacién en el CAS Singular'®, [56, 57, 58, 54].

La figura 6 (también en [58]) muestra, con la misma notacién de la figura 4,
las posiciones del vértice libre C para la igualdad de un par de bisectores. Ahora
las igualdades que verifican diversos trozos de las distintas curvas estan obtenidas
algoritmicamente —y no de modo puramente grafico, como en la figura 4— usando
el recubrimiento de Grébner, el Grébner Cover, que nos permite tratar directamente
conjuntos constructibles, dados por ecuaciones = e inecuaciones #, mas alld de los
conjuntos algebraicos considerados en los trabajos anteriores. Es esta una linea de
investigacion que esta actualmente en pleno desarrollo, como se recoge en un capitulo
especifico del reciente libro de Montes [55].

Una ltima reflexién sobre el trabajo desarrollado por el grupo espafiol en este
periodo. Se trata del articulo [26] escrito con la colaboracién del joven doctor de la
Universidad de Pisa, G. Dalzotto, elaborado durante varias estancias postdoctorales

15Ha de tenerse en cuenta que en su versién 3.2, en 2009, este programa incluyé por primera
vez la herramienta «compds» y no fue hasta la versién 4.2, en 2012, cuando aparecié la Vista
Algebraica (CAS) a la que se incorpord, poco después, el programa CAS denominado GIAC, [43]; ver
https://es.wikipedia.org/wiki/GeoGebra, https://en.wikipedia.org/wiki/GeoGebra. Es decir,
creemos que GeoGebra tampoco estaba totalmente listo, en la década inicial de este siglo, para
albergar un médulo de razonamiento automatico.

16Cuya versién més actualizada puede descargarse a través del enlace que se incluye en https:
//mat .upc.edu/en/people/antonio.montes/
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Figura 6: Posiciones del vértice libre para la igualdad de un par de bisectores,
determinadas mediante bases de Grobner comprehensivas.

en la Universidad de Cantabria, que fue precedido por el resumen extendido [9], en el
que colaboré otro joven investigador espafiol, Carlos Beltrdan. En [26] se realiza una
reflexién tedrica acerca de lo que se podria considerar como un conjunto interesante
de hipétesis complementarias (mediante igualdades polinémicas) necesarias para que
se verifique una cierta tesis'” (puesto que, obviamente, la propia tesis puede con-
siderarse como una de tales condiciones, pero no es interesante...). Y se concluye
que cualquier formulacién de condiciones sobre la existencia de tales hipOtesis intere-
santes es equivalente a la propuesta de método para el descubrimiento de teoremas
realizada en [67], que es la que se ha venido usando a lo largo de la primera década
del siglo, en los ejemplos que hemos descrito en esta seccion.

Una conclusiéon a la que también se llega desde el planteamiento, mas general, de
[68] (publicado en 2012, pero donde se recoge el contenido de una conferencia impar-
tida en el Research Institute for Symbolic Computation (RISC), de Linz (Austria),
en 2008), que solo afiade la necesidad del estudio sistemdtico de las consecuencias de
la consideracion de las bases de Grébner comprehensivas, como en [56], si se estimase
oportuna la inclusion generalizada de inecuaciones en este contexto de descubrimien-
to y demostracién automaticos.

"De Conclusions, en [26]: «The framework for discovery that we have called FSDIC (Full Set of
(Discovery) Interesting Conditions) aimed to be a general approach towards discovery (stating in
general terms what we wanted to achieve, rather that how we wanted to achieve it). It turned out
that despite the fact that there are, if any, several possible FSDICs, its existence is equivalent to
the existence of a very concrete couple of ideals, verifying some simple to check conditions, close
to the ones presented in [67]. In this sense the present paper can be thought, after an exhaustive
formalization and analysis, as a definitive closure of the main ideas originated therey.
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3. GEOGEBRA: 2010-2020

En lo que sigue el lector podra apreciar facilmente que el trabajo de nuestro
grupo de investigacién en los diez dltimos afios ha estado marcado por el programa
GeoGebra, al que ya hemos hecho referencia en varias ocasiones en las paginas
precedentes. Tres son las razones de fondo para este protagonismo:

= Su planteamiento fundacional (descrito, por ejemplo, en la tesis doctoral de su
creador, Markus Hohenwarter, leida en 2006 en la Universidad de Salzburgo),
conjugando sistemas de geometria dindmica y calculo simbdlico.

» La presencia de este software en el proyecto europeo Intergeo® (2007-2010),
del que formaba parte activa nuestro grupo de investigacién, y el regreso a Eu-
ropa del profesor Hohenwarter, en 2010, a la catedra de educaciéon mateméatica
de la Universidad Johannes Kepler (Linz, Austria), tras unos afios de estancia
postdoctoral en U.S.A.

» La expansién del programa, de c6digo abierto y gratuito (para uso no comer-
cial), por la comunidad educativa mundial, con més de 5 millones de usuarios
en 2010 (ver [37, figura 1]) y mas de 100 millones!? en la actualidad, presente
en cerca de 200 paises.

» La incorporacién a GeoGebra de los primeros comandos de demostracién /refu-
tacién de un enunciado de geometria, fruto de la tesis doctoral [40] de uno de
los autores, Z.K., miembro desde 2010 del equipo oficial de desarrolladores
de GeoGebra (esto es, GeoGebra developer, tal como aparece en la ventana
«About GeoGebra...» de informacién sobre el software), y responsable en la
actualidad del médulo de razonamiento automéatico GeoGebra.

En efecto. Si el objetivo final de la investigacion sobre razonamiento automé-
tico en geometria es, precisamente, modelar, desarrollar e implementar algoritmos
que permitan abordar de manera mecénica la prueba o refutacién de un enunciado
geométrico, parece légico aprovechar —si surge la oportunidad— la posibilidad de
aplicar los resultados de la investigacién sobre un software que ponga, en la prac-
tica, las herramientas disenadas por los investigadores en manos del colectivo mas
importante de usuarios finales, aquellos que estan en contacto mas frecuente con la
geometria elemental: los profesores y alumnos de los distintos niveles educativos. Y
esta oportunidad surgid, precisamente, por el contacto de nuestro grupo de investi-
gacién con GeoGebra a través del proyecto Intergeo, por las caracteristicas idéneas
de este software para dar un paso mas en la tarea que estdbamos desarrollando.

Caracteristicas idoneas, si, y momento idéneo, también, puesto que el periodo
2007-2010 es el de la mayor expansién internacional de GeoGebra, duplicando en

18Por diversas razones legales, relacionadas con la actual normativa europea de proteccién de
datos, el portal que recogia toda la documentacién y resultados del proyecto http://i2geo.net, ya
no es accesible al publico en general. Pero el lector interesado puede encontrar detallada informacién
sobre el proyecto en [28] o, en espaifiol, en [62] o [32], en donde, en particular, se hace referencia al
papel de GeoGebra en el proyecto europeo y se detalla el amplio equipo espafiol de profesores de
secundaria y universidad que lo desarrollaba.

Yhttps://tinyurl.com/elearninginside-geogebra
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2007, y cuadriplicando en 2009, el ntmero de visitantes de 2006 a su pagina web [37].
Es el periodo en el que tiene lugar la creacién (en 2008) del Instituto GeoGebra In-
ternacional, una agrupaciéon de miltiples institutos nacionales o regionales®®, a los
que se uni6, en 2009, el Instituto GeoGebra de Cantabria (IGC)?!, uno de los pri-
meros de Espana, fundado en estrecha relacion con el proyecto Intergeo y, por tanto,
con los miembros de nuestro grupo de investigacién sobre razonamiento automatico.
El protagonismo del IGC en la propuesta y organizacién de multiples reuniones de
formacién de profesores y de intercambio y andlisis de experiencias educativas®?, en
colaboracion con la Federacion Espaniola de Sociedades de Profesores de Mateméti-
cas (FESPM), ha propiciado la difusién en este colectivo, en innumerables ocasiones
a lo largo de esta dltima década, de los productos finales de nuestra investigacion.

o -

Figura 7: Limacon de Pascal, descrita, al moverse P(a,b) en el circulo ¢ = {a®+b* —
2% = 0}, por los puntos Q(z, y) que estdn en la linea OP = {x(b—2) — (y—2)a = 0},
con 0(0,2), a una distancia fija igual a 1 de P, es decir, verificando ademaés la
condicién {(z — a)? + (y — b)? — 12 = 0}. A la izquierda, la curva «esperada». A la
derecha, con un circulo extra, que se produce cuando P coincide con O y la recta
OP degenera.

Una investigacién que, en este periodo, se ha centrado en cinco lineas de trabajo
que describimos someramente a continuacién:

1. La implementaciéon y prueba de un conjunto de comandos de razonamiento
automdtico en GeoGebra [11, 2, 3]?3, y de produccién automéatica de teoremas
[13], cuyas principales caracteristicas ejemplificaremos en la siguiente secci6n.

2. El estudio, mediante algunos experimentos y reflexiones tedricas, de su poten-
cial utilizacién en diversos contextos metodoldgicos (resolucién de problemas,

20Véase en http://institutosgeogebra.es la relacién de institutos espafioles.

2Inttp://geogebra.es
22Véase http://institutosgeogebra.es/?s=dia+geogebra, http://rrrgeogebra.tk, https://

geometriadinamica.es/gg_day2012/index2010.htm
23Premiado con el Software Demo Award en el congreso ISSAC 2016, Waterloo, Canad4, justa-
mente el lugar y la conferencia donde se inici6 en este tema, 30 afos antes, uno de los autores de

este trabajo.
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aprendizaje por descubrimiento o indagacién, etc.) para la ensefianza de las
matemdticas [35, 36, 64].

3. El desarrollo de distintos marcos teéricos para

= tratar, con algoritmos de geometria algebraica compleja, esto es, sin ne-
cesidad de apelar a métodos de geometria real, mucho menos eficientes,
la introduccién de tesis o hipétesis involucrando distancias entre puntos,
algo muy frecuente en geometria elemental, véase [44];

= determinar, sin el costoso cdlculo de una descomposicién primaria, aque-
llos casos que los algoritmos de razonamiento automético indican que
son, simultaneamente, verdaderos y falsos, porque la tesis tiene un com-
portamiento diferente sobre distintas componentes no degeneradas de la
variedad de las hipdtesis, véase [17] y [45];

= justificar rigurosamente, en el trabajo [65], la validez del método de de-
mostracién a través de la comprobacién de un niimero finito de casos;

» analizar, en [48], la forma més adecuada (saturaciéon de ideales, truco
de Rabinowitsch, véase en [26, seccién 5] una introduccién de estos con-
ceptos) de incluir condiciones de no-degeneracién entre las hipdtesis o
de proponer tesis negativas (por ejemplo: dos bisectrices en un tridngulo
nunca son perpendiculares).

4. El anélisis, la modelizacién, el desarrollo de algoritmos y su implementacién
en torno a la obtencién de lugares geométricos.
Se trata de una de las prestaciones méas caracteristicas de los programas de
geometria dindmica, pero presentando, en general, notables deficiencias, tales
como la mera representacién grafica y aproximada del lugar geométrico y, sobre
todo, la presencia de componentes espurias, de partes del lugar dibujado que
no corresponden realmente al lugar que se desea calcular (véase un ejemplo en
la figura 7), por la irrupcién de casos degenerados o por falta de precisién en la
definicién del lugar o en su traduccién en términos de ecuaciones algebraicas??.
Nuestra contribucion se centrd, esencialmente, en el desarrollo de una formu-
lacién mas precisa del concepto de lugar en términos propios de geometria
algebraica, a través de una descomposiciéon candnica de ciertos conjuntos cons-
tructibles asociados al lugar [4]; en la incorporaciéon de determinados mati-
ces a esta formulacién en el caso de algunos lugares, como las envolventes
[15, 18, 19, 20, 42]; en la propuesta de algoritmos de cdlculo de lugares si-
guiendo esta taxonomia, usando métodos tales como el denominado «Grébner
Cover» [1, 5], o «Regular Chains» [16].
El caso de lugares que dependen de multiples pardmetros (es decir, el caso de
familias paramétricas de lugares) es una de las tareas que planteamos abordar
en un futuro inmediato.

24 Asi, el lugar geométrico de la figura 7 podria considerarse simplemente como el resultado de
eliminar todas las variables excepto las coordenadas (z, y) del punto Q en el ideal (z(b—2)—(y—2)a,
a? + b2 — 22 (x —a)? + (y — b)2 — 12), pero el resultado es la condicién {(z2 + y? — 4y + 3)(z* +
222y? + y* — 922 — 9y? 4 4y + 12) = 0}, producto de la circunferencia de radio 1, centrada en O,
y la auténtica limagon.
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5. La aplicaciéon de nuestras herramientas de razonamiento automaético en dos
ambitos bien diversos.
Por un lado, en el clasico problema del dibujo de curvas planas mediante
mecanismos de barras?®, proporcionando en [46] un método mecénico para

= determinar qué curva produce un determinado mecanismo,
= verificar si un mecanismo efectivamente traza la curva que afirma dibujar,

= indicar cémo debe reconstruirse un mecanismo para que dibuje una cierta
curva.

Por otro, en el contexto de la realidad aumentada, como un instrumento pa-
ra aumentar «automaticamente» la realidad geométrica, mediante el proceso
que comenzaria con la conversion —por ejemplo, usando la transformada de
Hough— de la imagen de un objeto real, tal vez captada con la cAmara de un
movil, en una figura de GeoGebra, cuyas propiedades serian analizadas de ma-
nera exhaustiva y comunicadas al usuario (un estudiante de arte, una persona
con discapacidad visual, etc.), por nuestro «geémetra mecanico», [12].

Como el lector podra apreciar por la autoria de los trabajos que se mencionan, en
este periodo nuestro grupo de investigacion se enriqueci6 con la incorporacién de dos
nuevos investigadores, M. Abdnades, Z. Kovics, de las universidades Rey Juan Car-
los (Madrid) y Private Padagogische Hochschule der Di6zese Linz, respectivamente,
y la colaboracién frecuente de otros muchos colegas: M. Hohenwarter (JKU, Linz),
M. Ladra (USC), A. Montes (UPC), M. P. Pdez-Guillan (USC), P.R. Richard (Uni-
versidad de Montreal, Canadd), C. Sélyom-Gecse (JKU, Linz), por no mencionar
sino a los mas asiduos.

Un trabajo, légicamente, que ha sido posible gracias a la financiaciéon de diversos
proyectos espafoles (MTM2008-04699-C03-03, MTM2011-25816-C02-02, MTM2014-
54141-P, MTM2017-88796-P, por citar solo los de esta década) y europeos.

4. UN AUTOMATA GEOMETRA

Las herramientas de razonamiento automatico (que denominaremos ART, abre-
viadamente, por sus iniciales en inglés: Automated Reasoning Tools) que hemos
implementado en GeoGebra son, grosso modo, de dos tipos. Por una parte estd Geo-
Gebra Discovery, accesible en https://github.com/kovzol/geogebra-discovery,
que incluye GeoGebra Classic 5 —para ordenadores y portatiles, sobre Windows,
Mac o Linux— y GeoGebra Classic 6, sobre un navegador, en la pagina http:
//autgeo.online/geogebra-discovery/ (por tanto, valido también para tabletas
y teléfonos inteligentes).

En este programa estdn implementados comandos como (Relacion, Comprueba,
DemuestraDetalles, EcuacidnLugar) que responden a una interpelacién concreta del
usuario sobre propiedades geométricas de una figura. Relacion es un extensiéon sim-
bélica del comando del mismo nombre existente, desde 2002, en GeoGebra, pero de

25En [38] puede verse una presentacién actual de este tema, con un enunciado y demostracién ri-
gurosos del teorema de Kempe, https://en.wikipedia.org/wiki/Kempe’s_universality_theorem
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modo puramente numérico [41]. Asi, inicialmente, el usuario planteaba el comando
Relacion y senialaba dos objetos geométricos concretos, obteniendo como respuesta
la existencia de ciertas relaciones entre ellos, tales como la perpendicularidad, el
paralelismo, la igualdad o la incidencia?%, siendo advertido en un mensaje que la
conclusién obtenida era solo numéricamente valida.

1
/ rectacircuncentrosimetricoO
]

1
$ simetrico0

o0 e Relacién

Lo que es generalmente cierto es que:

/ « simetricoA pertenece a
’ rectacircuncentrosimetricoO

bajo la condicién:
simetricoA

] YY) PR eAyBnoson iguales y
' o « Tridngulo ABC no-degenerado
N simetricoA pertenece a
1 rectacircuncentrosimetricoO Mis..
1 (comprobado numéricamente)
!
/ oK oK

Figura 8: Ejemplo 230 de Chou [24], ejecutado en la versién clasica de GeoGebra 5:
Examinar si el simétrico del vértice A de un tridngulo (ABC') con respecto al punto
medio del lado opuesto, esta alineado con el circuncentro del tridngulo y el simétrico
del ortocentro O con respecto al vértice A.

En la versién actual de GeoGebra, el comando Relacion responde anadiendo un
botén adicional en ese mismo mensaje, con la etiqueta «Mas...». Pulsandolo se
inician determinados calculos simbdlicos, poniéndose en marcha el sistema ART de
GeoGebra, que traduce en términos de ecuaciones polindmicas la figura geométri-
ca y plantea, sistematicamente, como tesis las posibles relaciones a las que hemos
hecho referencia. A continuacién selecciona (segiin ciertas heuristicas) el método de
demostracién automatica, de entre los que tiene GeoGebra implementados®’, que
considera mas adecuado para decidir sobre la tesis.

En la figura 8 se muestra el uso de la herramienta Relacion, analizando la relacién
existente entre el simétrico del vértice A y la recta definida por el circuncentro y el
simétrico del ortocentro O. Inicialmente, Relacidn confirma numéricamente que A’
estd en dicha recta. Luego, con «Mads. .. », realiza la comprobacién rigurosa.

Los comandos Comprueba y DemuestraDetalles funcionan de manera similar,
excepto que es el usuario quien debe introducir la tesis conjeturada (por ejemplo,
este punto estd en esta recta), obteniendo como respuesta la verdad o falsedad de su
conjetura y, en el caso afirmativo, proporcionando algunas condiciones geométricas

26Ver una lista completa en https://wiki.geogebra.org/en/Relation_Command

27La versién actual de GeoGebra es capaz de elegir, internamente, entre aplicar a) el método de
la base de Grébner, b) el método caracteristico de Wu, c) el método del drea, o d) el denominado
«método de Recio» de verificacién a través de un nimero finito de casos.
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adicionales que deben verificarse para que la afirmaciéon dada si sea generalmente
correcta. Estas son las llamadas condiciones de no degeneracién, que habitualmente
prescriben que determinados objetos del input (por ejemplo, los vértices de un tridn-
gulo definido libremente) no deben coincidir o alinearse, etc., para que la relacién
conjeturada sea verdadera.

ece chou example copia.ggb
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Entrada: (simetricoAerectacircuncentrosimetricoO) « Envada

Figura 9: El mismo ejemplo 230 de Chou, a la izquierda, con el comando De-
muestraDetalles. A la derecha el punto D; se ha tomado libremente y el comando
EcuacionLugar permite generalizar el ejemplo 230, si se reubica D; en la recta a.

En la figura 9, a la izquierda, se presenta el mismo ejemplo 230 de Chou, pero
aqui con el comando DemuestraDetalles. Se ha superpuesto en la Vista Gréfica
la respuesta que aparece en la Vista Algebraica: la confirmacién de la verdad de
la conjetura salvo casos degenerados. A la derecha de la figura, el punto D; se
ha tomado libremente y, en este caso, el simétrico del vértice A; de un tridngulo
(A1 B1C4) con respecto al punto D; ya no estd alineado con el circuncentro; del
tridngulo y el simétrico del ortocentro O con respecto al vértice A;. El comando
EcuacionLugar permite descubrir que es necesario ubicar D; en la recta a para la
alineacién de simetricoAy, simetricoO1 y circuncentroy, generalizando de este modo
el ejemplo de Chou y descubriendo, asi, un nuevo teorema, como refleja la figura 10.

Un ejemplo de otra naturaleza distinta se incluye en la figura 11, que recoge tres
pantallazos de un teléfono mévil, mostrando, a la izquierda, la construccién inicial,
un simple cuadrado, sobre el que se ejecuta el comando Discover(B). Este comando
busca, de manera automatica y combinatoria, toda una serie de posibles relaciones
geométricas entre los elementos de la figura en los que se incluya el punto B, para, a
continuacion, verificar la verdad o falsedad de las mismas. En el centro de la figura
se muestra el mensaje con el resultado de la ejecucién del comando; y a la derecha,
la visualizacion —también producida de modo automaético por GeoGebra— de las
propiedades obtenidas.

Otras herramientas de razonamiento automatico disponibles a través de las ver-
siones clasicas de GeoGebra, como las relacionadas con la estimaciéon de desigual-
dades y, en general, el caso especifico de los aspectos estrictamente reales de la
geometria elemental, estan siendo estudiados en la actualidad, y su implementacién
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Lista 12: DemuestraDetalles(simetricoA, e rectacircuncentrosimetricoO,)
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Figura 10: Descubriendo un nuevo teorema: si el punto D; se toma en la recta
paralela a rectacircuncentrosimetricoO; pasando por el punto M medio del lado
B1C1, entonces el simétrico del vértice A; respecto de D estd en esa misma recta.

se encuentra en fase avanzada de desarrollo, conectando GeoGebra con la versién
gratuita de Mathematica sobre Raspberry Pi, [6].

Como se ha indicado anteriormente, estas herramientas de razonamiento automa-
tico en GeoGebra estan disponibles, no solo en la versién cldsica de GeoGebra (que
estd programada en Java), sino también en la versién web (que es, principalmente,
una compilacién de maquina de Java a JavaScript, véase [7]). Sefialemos, también,
que en https://tinyurl.com/provertest se encuentra disponible una coleccién de
tests del comportamiento de la actual versién de ART en GeoGebra, involucrando
varios centenares de construcciones®®.

Debe senalarse que en la version actual de GeoGebra el usuario no dispone de
una prueba visible o legible de la validez del teorema que haya sido verificado usan-
do las herramientas ART. Son, en cierto sentido, una especie de «oraculo» que no
proporciona méas informacién salvo la certeza de la correcciéon de la respuesta. Sin
embargo, es preciso insistir en que el resultado obtenido se basa en una prueba
matematicamente correcta, lo que es filoséficamente una verdad de nivel superior
y completamente diferente a la alcanzada mediante la verificacién numéricamente
aproximada de la frecuente validez de una tesis sobre una coleccién de casos particu-
lares®® obtenidos al arrastrar la construccién dada a diversas posiciones, que ha sido
hasta la fecha la forma clasica de trabajar en los sistemas de geometria dindmica.

28Véase en [59, 8] una perspectiva mis amplia de la evaluacién de las herramientas de demostra-
cién automatica disponibles en distintos programas de geometria dindmica.

29Es preciso hacer hincapié en que el método tradicional tiene dos diferencias esenciales con el
método de prueba a través de un niimero finito de casos del que hemos hablado anteriormente: los
casos son elegidos aleatoriamente, la verificacién de cada caso es aproximada.
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Figura 11: El comando Discover(B) de GeoGebra Discovery.

Como hemos indicado, en cierto sentido, las herramientas que acabamos de mos-
trar son una suerte de oraculo, al que el usuario debe interrogar. Pero un gedmetra
mecdnico debe ser capaz de observar e indagar, de manera auténoma, las propieda-
des geométricas de una figura. Esto ya lo hace, en GeoGebra Discovery, el comando
Discover, pero solo en torno a un punto elegido para centrar la tarea de descubri-
miento.

De manera mucho mas general, el segundo tipo de herramientas de razonamiento
automatico que hemos implementado en GeoGebra, el AG o gedmetra amateur,
disponible en http://autgeo.online/ag/3?, parte de una figura dada a la que,
de manera sistemdtica y programada (controlada, en un futuro, por el usuario),
va anadiendo diversos elementos (por ejemplo, los puntos medios de los lados de
un tridngulo dado, las rectas que conectan los vértices con estos puntos medios,
etc.). A continuacion, el gedmetra mecdnico produce de forma combinatoria —pero
que puede ser controlada por el usuario, para evitar una complejidad exponencial—
una coleccién de proposiciones relativas a la colinearidad, paralelismo, etc. entre los
diversos elementos existentes (originalmente o anadidos) en la figura. Este protocolo
de generacién de conjeturas ha sido inspirado por las heuristicas recogidas en [34,
p. 44]. Finalmente, el gedmetra mecdnico aplica las herramientas de razonamiento
automadtico para verificar la certeza o falsedad de tales proposiciones.

Un ejemplo del comportamiento de AG es el «circulo de los 9 puntos», que puede
observarse en la figura 12. Se trata de un tridngulo arbitrario ABC, con puntos
medios de los lados D, E y F, el ortocentro G y los pies de las perpendiculares
H, Iy J. Ademas se incluyen los puntos medios entre los vértices y el ortocentro,

30Véase, para mas informacién, https://github.com/kovzol/ag
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K, L y M. Finalmente, el circuncentro N se incluye como la interseccién de las
mediatrices de dos lados.
La idea es que AG encuentre, sin més ayuda, el teorema que establece las igual-
dades
ND=NE=NF=NH=NI=NJ=NK=NL=NM, (1)

esto es, que los puntos D, E, F, H, I, J, K, L y M son conciclicos y que el centro de
dicho circulo es N. Se trata del bien conocido teorema, descubierto por Brianchon
y Poncelet en 1821, del circulo de los nueve puntos o de Feuerbach?!.

'A/»j'-" I‘@@df_xﬂjf e q

Figura 12: Entrada de AG para la obtencién del teorema del circulo de los nueve puntos.

Tras seleccionar este teorema en el catdlogo de ejemplos de muestra que vienen
en AG, haciendo click en http://autgeo.online/ag/automated-geometer.html?
offline=1, la figura 12 aparece en la pantalla y el usuario tiene solo que seleccionar
algunas relaciones (de las que ofrece un pequefio ment de posibilidades que aparece
bajo la imagen) que desea que AG explore. Asumamos, por ejemplo, que optamos
por seleccionar equality of distances between two points y que pulsamos el botén
de start discovery. A continuacién AG produce, en menos de 26 segundos, en un
ordenador portatil®2, una lista de 129 «teoremas», entre los cuales se encuentran
las igualdades de (1), que forman parte de los resultados 6471, 84-90, 100-105,
114-118, 120-123, 124-126, 127-128 y 129, tal como se enumeran en la figura 13.

Obsérvese que dicha figura, ademas, de modo automatico, representa con el mis-
mo color aquellos segmentos que tienen la misma longitud, lo que facilita al usuario
el descubrir algunos otros resultados, tal vez, inesperados, como las igualdades

AK =GK =1K =JK

de las que se deriva que A, I, J y el circuncentro G son conciclicos.

3lnttps://es.wikipedia.org/wiki/Circunferencia_de_los_nueve_puntos
32Por ejemplo, en un Lenovo ThinkPad de 8 ntcleos, Intel(R) Core(TM) i7-8550U, CPU a
1.80 GHz, con 16 GB de RAM (de 2018).
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Finished, found 129 theorems among 4095 possible statements.
Elapsed time: Oh Om 26s

Figura 13: El circulo de los nueve puntos, descubierto por AG.

5. EL FUTURO...

Es obvio que la lista de resultados que proporciona AG es reiterativa, al requerir
8+7+6+- -+ 1=36 igualdades para expresar las 8 de la férmula (1). La simpli-
ficacién de la salida de AG es, claramente, uno de los temas de trabajo pendientes
para el futuro inmediato.

También es obvio que varios de los resultados de AG son simples reformulaciones
triviales de los datos de la construcciéon de partida. Por ejemplo, la primera igual-
dad AE = CE es evidente, puesto que, por definicién, E es el punto medio del
segmento AC. Otros resultados, como la segunda igualdad AE = DF (que expresa
que la longitud de la paralela media es la mitad del lado correspondiente) pueden
ser considerados mas o menos obvios, segin el nivel de conocimiento geométrico del
usuario.

Encontrar un algoritmo —tal vez basado en alguna medida de complejidad (tal
vez especifica para el contexto de la geometria dindmica, [70]) de las hipétesis y
las tesis, y en su peso relativo— que cuantifique el interés de un resultado para una
cierta categoria de usuarios es otra de las tareas pendientes, y que ya ha sido iniciada
por otros grupos de investigaciéon en el &mbito del Big Data, utilizando los resultados
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de nuestro autémata geémetra AG como una fuente de ejemplos cuya relevancia ha
de ser discriminada (véase la discusién en [29, 30, 31]).

Ya hemos apuntado anteriormente diversas mejoras y aplicaciones en las que
nuestro grupo de trabajo estd ya trabajando, tales como la implementacién del
razonamiento «realy, incluyendo, en particular, desigualdades entre las tesis o las
hipétesis; o la utilizaciéon de AG como un mecanismo de «aumentaciéon» automatica
de la realidad.

Pero tal vez el problema potencialmente mas complejo, a la vez que de ma-
yor impacto, es el estudio de la aplicacién y consecuencias de las herramientas de
razonamiento automaético, de nuestra «calculadora geométricay, de nuestro libro in-
teligente de geometria, del «i-geometrybook» —para usar la terminologia de [27]—
en el ambito educativo.

Por ello, siguiendo aqui la reflexién que hemos plasmado recientemente en [72],
creemos que es imprescindible realizar una llamada a la comunidad educativa sobre
la necesidad de considerar, seriamente, el rol de estas nuevas herramientas de razo-
namiento automatico que hemos descrito y, en concreto, los posibles cambios que su
difusién entre el alumnado pudieran conllevar en la ensefianza de la geometria. Unos
cambios similares a los que la aparicién y generalizacién del uso de la calculadora de
bolsillo han supuesto ya, y deben suponer aiin méas, no solo en cémo se han de resol-
ver determinados problemas sino, sobre todo, en qué tipo de técnicas y problemas
han de considerarse como objetivos de una ensenanza de las matematicas en plena
era digital.

Este es, en definitiva, el reto que creemos urgente e importante plantear al lector
y plantearnos.
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