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Las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) son un campo de investigacién
muy amplio y activo, con importantes conexiones con otros campos como el andlisis
armoénico, la geometria diferencial, el calculo de variaciones, la teoria de probabilidad,
la teoria geométrica de la medida, o la matematica computacional y aplicada.

Una de las preguntas mas bésicas y centrales en el estudio de EDPs es la regu-
laridad:

Dada una cierta EDP (o una clase general de EDPs),
sson requlares todas sus soluciones, o pueden tener singularidades?

La teoria de regularidad para EDPs elipticas se desarrollé enormemente a lo
largo de la segunda mitad del siglo XX, con trabajos de De Giorgi, Nash, Nirenberg,
Caffarelli, Krylov y Evans, entre otros; y es ain uno de los temas centrales de
investigacion en EDPs. Ademads, cuestiones muy similares aparecen de forma natural
en contextos puramente geométricos, y varias ideas de la teoria de regularidad en
EDPs tuvieron incluso un papel importante en la demostracion de Perelman de la
conjetura de Poincaré [62].

En este articulo describiremos la teoria de regularidad para problemas de frontera
libre. Por un lado, este tipo de ecuaciones modelan muchos fenémenos naturales en
fisica, biologia, ecologia, economia y matemética financiera. Por otro lado, el estudio
de dichos problemas tiene una componente bastante geométrica, y estda conectada
con el estudio de las superficies minimas.

A continuacién presentamos los problemas que estudiaremos (seccién 1), asi como
la teorfa matematica «cldsica» sobre la regularidad de las fronteras libres (seccién 2).
Luego veremos varios resultados recientes y cuestiones abiertas sobre las singulari-
dades que aparecen en dichos problemas (secciones 3 y 4), y por dltimo discutiremos
brevemente las versiones no locales de estos problemas de frontera libre (seccién 5).

Este articulo no pretende ser una recopilacién exhaustiva de resultados sobre
problemas de frontera libre, sino una mera introduccién, mediante una seleccién de
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algunos resultados y problemas representativos del drea. Su eleccion refleja, eviden-
temente, los gustos e intereses personales del autor.

1. PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE

Los problemas de frontera libre son una clase de problemas de EDPs en los
cuales, ademds de tener una funcién u como incégnita, tenemos también una interfase
(frontera) que es desconocida (libre) y forma parte del problema.

El ejemplo mas clasico es probablemente el problema de Stefan, que describe
matematicamente transiciones de fase sélido-liquido. Mas concretamente, podemos
pensar que tenemos un bloque de hielo sumergido en agua liquida, y queremos de-
terminar la evolucién de dicho sistema, i.e., entender cémo se derrite el hielo. Para
hacerlo més sencillo, podemos pensar que el hielo esta a cero grados. Las incégnitas
en este problema son dos:

= La temperatura del agua liquida en todo punto x y tiempo ¢.
= La interfase que separa el hielo del agua liquida.

Ademés, no podemos hallar una sin la otra: las dos incdgnitas (funcién e interfase)
se necesitan mutuamente.

Dicha caracteristica es comtUn en los problemas de frontera libre. Tipicamente
queremos entender la interfase desconocida, y para ello debemos entender al mismo
tiempo el problema de EDPs subyacente.

A continuaciéon describiremos brevemente los problemas de frontera libre maés
clasicos, para luego estudiar la teoria de regularidad de sus fronteras libres. Hablare-
mos primero de problemas elipticos (i. e., que no dependen del tiempo t), para luego
estudiar brevemente el problema de Stefan.

1.1. EL PROBLEMA DEL OBSTACULO

El problema del obstaculo es uno de los problemas més conocidos en EDPs elipti-
cas, y aparece de forma natural en contextos muy distintos: desde filtracion de fluidos
y elasticidad hasta estrategias éptimas en finanzas, pasando por sistemas de parti-
culas en interaccion en fisica o biologia. También aparece en problemas puramente
matematicos en teoria del potencial, matrices aleatorias, o teoria de probabilidad.
El lector interesado puede consultar los libros [21, 42, 51, 35, 50, 26] para conocer
més detalles.

La formulacién matematica mas simple del problema es buscar las funciones que
minimizan el funcional de Dirichlet

E£(v) = /Q Vol da

entre todas las funciones v que cumplen v > ¢ en €2, donde ¢ € C'**° es una funcién
dada (el obstaculo). Aqui, Q C R™, y tipicamente tendremos condiciones de borde
v =g en Of).
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frontera libre
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Au=1

{u >0}

Figura 1: Representacién simplificada del problema del obstdculo (1) y su frontera libre.

No es dificil demostrar, con métodos estandar del calculo de variaciones, que
para cada dato de borde ¢ (suficientemente regular) existe una tnica funcién v que
minimiza dicho funcional. Dicha funcién v cumplird Av = 0 en el conjunto {v > ¢}
donde v es mayor que el obsticulo, y ademds Vv = Vo en la interfase 9{v > ¢}.
iEl problema es que no sabemos cuél es este conjunto {v > ¢}!

Una forma alternativa de escribir el mismo problema es considerando u := v — ¢,
y entonces se puede demostrar! que

Au = X{u>0}
u >0,

(1)

donde xg(x) denota la funcién caracteristica del conjunto E C R™.

Es importante remarcar que (1) es una EDP no lineal, ya que el conjunto {u > 0}
es desconocido a priori.

Otra forma de pensar en (1) es que tenemos un abierto {u > 0} donde la funcién
cumple Au =1 en {u > 0}, y fuera de este abierto tenemos simplemente u = 0; ver
la figura 1. Ademas, en la frontera libre T’ := 0{u > 0} tendremos que

u=|Vu|=0 en T.

Eso indica que tenemos un problema sobredeterminado para u, y en cierto sentido
eso es lo que hace que I' quede determinada por el problema.
Desde el punto de vista matematico, la cuestién principal es:

& Qué podemos decir de la frontera libre T'?
¢Serd siempre regular, o puede tener singularidades?

Este es el tipo de cuestion que estudiaremos en el presente articulo.

1.2. EL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE DE BERNOULLI

El problema de frontera libre de Bernoulli es otro problema cldsico que aparece
en dinamica de fluidos ideales, problemas de disefio 6ptimo, electroestatica, y otras
aplicaciones; el lector interesado puede consultar mas detalles en, por ejemplo, [32]

1De hecho, aqui se supone por simplicidad que Ay = 1, pero se puede hacer algo muy parecido
en el caso general ¢ € C°.
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El problema es basicamente una EDP eliptica sobredeterminada: buscamos una
funcién u > 0, que sea armodnica y positiva en un cierto abierto U, se anule en el
complementario U¢, y tal que tenga gradiente constante en la frontera libre OU. En
otras palabras?, tenemos

Au=0 en {u>0}
[Vu| =1 en 0{u> 0} (2)
u > 0.

La idea es parecida a la que se muestra en la figura 1, pero en este caso la funcién
cumple Au = 0 en {u > 0}, y sobre todo, la condicién del gradiente sobre la frontera
libre es distinta. Como veremos, eso hace que los resultados para los problemas (1)
y (2) sean bastante distintos.

La ecuacién (2) se cumple tipicamente dentro de un dominio  C R”™ fijado,
con condiciones de Dirichlet u = g en 0f2, siendo g una funciéon dada. Sin embar-
go, en nuestro andlisis ) y g no juegan ningin papel, por lo tanto estudiaremos
simplemente (2).

Para construir soluciones de (2), hay que estudiar el funcional®

Ep(u) := / Vul? dz + [{u > 0} N Q.
Q

Usando métodos estandar del cdlculo de variaciones no es dificil demostrar que,
dada una funcién regular g en 99, existe una* funciéon v € H'(2) que minimiza el
funcional £ entre todas las funciones tales que u = g en 0€2. Ademaés, dicha funcién
minimizante cumplird necesariamente (2) dentro del dominio Q. A lo largo de este
articulo, llamaremos solucién minimizante de (2) a cualquier solucién del problema
que sea un minimizante del funcional Ep(u).

El estudio matematico de los minimizantes de g fue iniciado por Alt y Caffarelli
en [3] y, aunque quedan algunos problemas abiertos importantes, hoy en dia la teorfa
de regularidad para este problema estd muy desarrollada.

1.3. EL PROBLEMA DE STEFAN

Como hemos visto antes, el problema de Stefan, introducido durante el siglo XIX
[60, 61, 46], describe la evolucién de la temperatura durante una transicién de fase,
por ejemplo un bloque de hielo sumergido en agua.

La formulacién matemética del problema de Stefan es la siguiente. Sea ) C R"
un dominio acotado. Denotamos por 6(z,t) la temperatura del agua en el punto
x €  a tiempo t, y supondremos por simplicidad que 6 > 0. Se puede demostrar

2Dicho abierto U, por definicién, coincide con el conjunto {u > 0}. Es por eso que la notacién
U no aparece en (2).

3Aqui, |E| denota la medida del conjunto E C R™.

4No necesariamente tnica.
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que, si consideramos u(x, t) fo x,7)dT, entonces la nueva funcién u cumple

Ou — Au = —X{u>0}
u>0 (3)
8{& > 0.

Esta formulacién del problema de Stefan tiene la ventaja de que el caso estacionario
de (3) es exactamente el problema del obstdculo (1).

2. REGULARIDAD DE LAS FRONTERAS LIBRES

Desde el punto de vista matemaético, una pregunta central en los problemas an-
teriores es entender la regularidad de las fronteras libres [14, 50].

Por ejemplo, en el problema de Stefan: ;hay alguna propiedad de regularizacién
que haga que la frontera libre sea regular, independientemente de la condicién inicial?
(A priori solo sabemos que la frontera libre es el borde de un conjunto cerrado, por
lo que podria ser extremadamente irregular, jincluso un conjunto fractall)

Este tipo de preguntas son, en general, muy dificiles, e incluso en los casos mas
simples no se sabia nada antes de 1970. El desarrollo de la teoria de regularidad para
fronteras libres empezo6 a finales de los setenta, y desde entonces ha sido un campo
de investigacion muy activo.

2.1. ESTRATEGIA GENERAL

La teoria de regularidad para problemas de frontera libre usa muchas ideas y
herramientas de teoria geométrica de la medida, y hay una analogia clara con la
teorfa de regularidad para superficies minimas [39].

La estrategia general se podria resumir de la siguiente forma. Tenemos una fun-
cién u que es solucién del problema de frontera libre (1) o (2). Entonces:

s El problema es invariante cuando reescalamos de la siguiente forma:

Si u es solucién de (1), definimos  u,(z) := u<7"233)
r

Si u es solucién de (2), definimos  u,(x) := u(rz)
r

No es dificil demostrar que la funcién reescalada w, cumple la misma EDP
que u.

= Como el problema es invariante al reescalar, podemos estudiar blow-ups, i.e.,
limites de la forma
U, — U, cuando 7 | 0.

De hecho, el limite existe a lo largo de una subsucesién r, — 0, y en principio
distintas subsucesiones pueden dar distintos limites u..
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= Los blow-ups u, son siempre homogéneos, gracias a una cierta férmula de
monotonicidad.

= Luego la idea es clasificar blow-ups, por lo menos bajo ciertas hipétesis, y
demostrar que u, tiene que ser una funcién 1D (como en la figura 2).°

En particular, en ese caso, la frontera libre {u, > 0} serd un hiperplano.

= Esto significa que, a medida que reescalamos, nuestra frontera libre 9{u, > 0}
serd cada vez mas plana.b

= Finalmente, el dltimo paso es demostrar que si la frontera libre es suficiente-
mente plana en una bola B,, entonces es necesariamente C'°° en un entorno
del origen.

Esta estrategia, inspirada por la teoria de superficies minimas, ha sido implemen-
tada” para los problemas (1) y (2). Un paso clave es la clasificacién de blow-ups, y
es allf donde los problemas (1) y (2) son muy distintos.

2.2. CLASIFICACION DE BLOW-UPS Y PUNTOS REGULARES

Veamos a continuacién qué resultados de clasificacion de blow-ups tenemos en
los problemas (1) y (2), y c6mo se traduce esto en términos de regularidad de las
fronteras libres.

En el problema del obstaculo, se pueden clasificar completamente los blow-ups,
y en cualquier dimensién n pasa lo mismo:

Uo €s un blow-up
para el problema (1) en R™, y

[{uo =0} >0

— Uo s una funcion 1D

Es importante remarcar que, en toda dimensién n > 2, existen soluciones con puntos
singulares, cuyos blow-ups cumplen ’{uo = O}| = 0. En la siguiente secciéon veremos
en mas detalle cémo son dichos puntos singulares.

La clasificacién de blow-ups nos lleva al siguiente resultado.

TEOREMA 2.1 ([7]). Sea u una solucion de (1) en R", y sea x, € O{u > 0} un punto
de la frontera libre. Supongamos ademds que

i sup L= O N Br(a)

> 0.
r—0 |Br($o)|

Entonces, la frontera libre es C*° en un entorno de x,.

5Decimos que una funcién uo : R” — R es una funcién 1D cuando se puede escribir como
uo(x) = U(z - e) para algin e € S*~ 1, con U : R — R.

6 Aqui, el hecho de que la frontera libre sea plana significa que O{u, > 0} C {|x - €| < €} con
e € S 1 y e > 0 pequeiio.

"Para més detalles, el lector interesado puede consultar los libros [50, 14, 26].



LA GACETA * SECCIONES 405
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Figura 2: Un blow-up 1D para el problema (1). La parte oscura corresponde a {u, = 0}.

Este resultado, establecido por Caffarelli en su famoso® articulo [7], nos da una
condicién que distingue puntos regulares en cualquier dimension n. Ademés, dicha
condicién es necesaria, como veremos en la siguiente seccién.

En el problema de Bernoulli, la clasificacién de blow-ups es completamente dis-
tinta, y depende de la dimensién n:

Uo es un blow-up minimizante
para el problema (2) en R™, y = Uo €S una funcién 1D

En otras palabras, en dimensiones n < 4 todos los blow-ups son 1D, i.e., no hay
puntos singulares. En la siguiente seccién veremos que, en dimensiones mas altas, si
que existen soluciones con puntos singulares.

Dicha clasificacion de blow-ups nos lleva al siguiente resultado.

TEOREMA 2.2 ([3, 10, 40]). Sea u una solucién minimizante de (2) en R™, y sea
Zo € Of{u > 0} un punto de la frontera libre. Supongamos ademds que n < 4.
Entonces, la frontera libre es C* en un entorno de x,.

Ademads, en dimensiones n > 5, el mismo resultado se cumple siempre que el
blow-up de u en x, sea una funciéon 1D.
En resumen, estos resultados nos dicen bdsicamente que

la frontera libre 0{u > 0} es C*°,
posiblemente fuera de un conjunto de puntos singulares.

A continuacién veremos qué podemos decir sobre los puntos singulares.

3. SINGULARIDADES

Entender la estructura de las posibles singularidades es un tema de investigacién
central en varias areas relacionadas con EDPs no lineales y andlisis geométrico. En
nuestro contexto, es natural preguntarse:

s ;Cuan «grande» puede ser el conjunto singular?

8Este es uno de los articulos importantes por los que Caffarelli recibi6 el Premio Wolf en 2012
y el Premio Shaw en 2018.
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Figura 3: Una ctspide para el problema (1). La parte oscura corresponde a {u = 0},
mientras que la parte clara es {u > 0}.

= En caso de que sea un conjunto grande, ;se podria demostrar que tiene buenas
propiedades estructurales o de regularidad?

3.1. ALGUNOS EJEMPLOS

Un primer paso natural es intentar construir ejemplos de soluciones con puntos
singulares.

En el problema del obstéculo (1), sabemos que en cualquier punto singular z, la
solucién tiene que cumplir

o =010 B, (w0)
 IVREN]

—0. (4)

En otras palabras, el conjunto {u = 0} tiene densidad cero en ese punto, y por lo
tanto pareceria que {u = 0} tiene que formar algiin tipo de cuspide en .

Fue Schaeffer [56] el primero que construyé varias soluciones en R? en las cuales la
frontera libre forma una ctspide. Estos ejemplos se pueden construir usando andlisis
complejo, y las cuspides vienen dadas (localmente) por las curvas xo = :I:x?k—%,
para 0 < x; < 1, con k entero positivo; ver la figura 3.

Schaeffer también construyé otros tipos de singularidades (cispides dobles), e
incluso demostré que tomando obstaculos C'*° se pueden construir ejemplos con un
nimero infinito de ciispides en B; C R2.

Por otro lado, en el problema de Bernoulli (2), la construccién de soluciones con
puntos singulares es completamente distinta, y méas parecida al caso de superficies
minimas. No es dificil demostrar que, en cualquier dimensiéon n > 3, existe un cono
circular como el de la figura 4 para el cual hay una funcién armoénica, homogénea de
grado 1, que cumple (2) y tal que {u = 0} coincide con dicho cono. Lo que falta por
comprobar es si esa solucién homogénea es realmente minimizante del funcional €.

Comprobar si una soluciéon dada es minimizante no es nada facil, y en este caso el
problema fue resuelto por Caffarelli, Jerison y Kenig [10], y De Silva y Jerison [19].
Demostraron que la correspondiente solucién homogénea no es minimizante cuando
n <6,y si que lo es cuando n = 7.

Esto nos da un ejemplo de punto singular para (2) en R”.
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Figura 4: Una singularidad para el problema (2) en R". La parte oscura corresponde
a {u = 0}, mientras que la parte clara es {u > 0}.

Como hemos visto antes, el mejor resultado conocido de clasificacién de blow-ups
nos dice que, en dimensiones n < 4, todos los blow-ups son 1D. Esto nos deja con la
siguiente pregunta:

PROBLEMA ABIERTO 1. En dimensiones n =5 yn = 6, jes posible clasificar com-
pletamente los blow-ups minimizantes para el problema (2) y demostrar que son
necesariamente 1D?

Este es uno de los problemas abiertos mas importantes para el problema de
Bernoulli.

3.2. ESTIMACIONES PARA EL CONJUNTO SINGULAR

Los primeros resultados para el conjunto singular en el problema del obstacu-
lo (1) fueron obtenidos por Caffarelli y Riviere [12] y Sakai [53, 54] en dimensioén 2,
usando de forma crucial que en R? las funciones arménicas se pueden estudiar usando
herramientas del anélisis complejo.

En dimensiones n > 3, donde el andlisis complejo no nos puede ayudar, los
primeros resultados para el conjunto singular fueron demostrados por Caffarelli [8],
Weiss [63], y Monneau [48]. El resultado principal es el siguiente:

TEOREMA 3.1 ([8]). Sea u una solucion de (1) en R™, y sea X el conjunto de puntos
singulares® de la frontera libre.
Entonces, ¥ estd contenido localmente en una variedad C* de dimension n — 1.

Este resultado nos dice que, aunque dicho conjunto singular puede ser bastante
grande (de dimensién n — 1, igual que el conjunto regular), si que tiene buenas pro-
piedades de regularidad. Mas recientemente ha habido varios avances en la direccién
de mejorar la regularidad del conjunto singular; ver [17], [31] y [29].

Por otro lado, los resultados para el conjunto singular en el problema de Bernoulli
(2) tienen que ser necesariamente distintos. Recordemos que, mientras que en el
problema del obstéculo tenemos ejemplos de conjuntos singulares grandes en R?, en
el problema de Bernoulli la situacién es distinta, y en dimensiones n < 4 sabemos

9Recordamos que un punto x. es singular siempre que se cumpla (4).
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que no puede haber puntos singulares. El resultado principal en este contexto es el
siguiente:

TEOREMA 3.2 ([40, 64]). Sea u una solucidn minimizante de (2) en R™, y sea X el
conjunto de puntos singulares'® de la frontera libre. Entonces,

dimy (X) <n —5.

En otras palabras, el teorema nos dice que el conjunto singular ¥ es muy pequerio.
Aqui, dimy(X) denota la dimensién de Hausdorff'! del conjunto X.

En resumen, en el problema del obstaculo (1) hemos visto que el conjunto singular
puede ser grande pero tiene buenas propiedades de regularidad, mientras que en el
problema de Bernoulli (2) el conjunto singular es siempre pequeio.

3.3. REGULARIDAD GENERICA EN EL PROBLEMA DEL OBSTACULO

Otra cuestién muy importante en el estudio de singularidades es el desarrollo
de métodos para demostrar resultados de reqularidad genérica.'?> Este es uno de los
grandes retos para la teoria de EDPs en el futuro.

En efecto, en problemas de EDPs en los cuales pueden aparecer singularidades,
es importante entender si estas singularidades aparecen «a menudo», o si en cambio
«la mayoria» de soluciones no tienen singularidades. En el contexto de este articulo,
la pregunta clave es entender la regularidad genérica de las fronteras libres.

En el problema del obstaculo esta pregunta es especialmente relevante, ya que
los puntos singulares pueden formar un conjunto muy grande, de dimensién n — 1
(tan grande como el conjunto regular). La siguiente conjetura fue formulada por
Schaeffer en [55]:

CONJETURA (Schaeffer, 1974). Genéricamente, las fronteras libres en el problema
del obstdculo (1) son C*°, sin puntos singulares.

En otras palabras, la conjetura dice que, genéricamente, la frontera libre no
deberia tener singularidades.

Hasta hace poco, la conjetura solo habia sido demostrada en R? [48], y no se
sabia nada en R? o en dimensiones més altas. Recordemos que en el problema del
obstaculo la cuestién de regularidad genérica es particularmente relevante, ya que
el conjunto singular en principio podria ser tan grande como el conjunto regular,
mientras que en otros problemas como el de Bernoulli el conjunto singular es de
dimensiéon méas pequenia. Ademads, desde el punto de vista de las motivaciones y
aplicaciones, es particularmente relevante entender el problema en R3.

El siguiente resultado fue demostrado recientemente por Figalli, el autor y Serra:

10 Aqui, decimos que un punto z. es singular siempre que la frontera libre no sea C* en un
entorno de xo.

1La dimensién de Hausdorff nos permite definir, para cualquier conjunto medible, una nocién
de su dimensién. En cierto sentido, nos da una idea del «tamafio» de un conjunto.

12 Aqui, con regularidad genérica nos referimos a que exista un conjunto abierto y denso de
condiciones de borde para las cuales la solucién correspondiente no tiene singularidades.
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TEOREMA 3.3 ([29]). Genéricamente, en R™ el conjunto de puntos singulares ¥ para
soluciones de (1) tiene dimension de Hausdor(f menor o igual an —4, y

HA(E) = 0.

En particular, la conjetura de Schaeffer es cierta en R? y R%.

Aqui, H"* denota la medida de Hausdorff'? de dimensién n — 4.

Es importante remarcar que hay muy pocos resultados conocidos en esta direccién
en EDPs elipticas, y la mayoria tratan solo los casos en que el conjunto singular es
muy pequeiio [48, 59].

Las siguientes preguntas siguen completamente abiertas.

PROBLEMA ABIERTO 2. ;Fs cierta la conjetura de Schaeffer para n > 5%

PROBLEMA ABIERTO 3. ;Se puede demostrar un resultado de regularidad genérica
de fronteras libres para el problema de Bernoulli (2)7

4. FEL PROBLEMA DE STEFAN

Veamos a continuacién qué podemos decir para el problema de Stefan (3). Bési-
camente, la teorfa desarrollada por Caffarelli para estudiar los puntos regulares en
el problema del obstdculo (1) se aplica también al problema de Stefan [7]. Por lo
tanto, falta ver qué se puede decir sobre el conjunto de puntos singulares.

Como hemos explicado anteriormente, una de las preguntas mas importantes en
problemas de EDPs en los que aparecen singularidades es establecer estimaciones
para el tamario del conjunto singular. Algunos resultados famosos en esta direccion
incluyen teoremas sobre superficies minimas [58, 2], las ecuaciones de Navier-Stokes
[11], y el flujo por curvatura media [66].

En el problema de Stefan (3), el mejor resultado conocido hasta el momento
implica que, para cada tiempo ¢ fijado, el conjunto singular tiene dimensién n—1 [65,
6, 47]. Esto es 6ptimo en espacio, en el sentido de que se pueden construir ejemplos
en los que el conjunto singular contiene una hipersuperficie de dimensién n — 1 (por
ejemplo, una esfera) para algin tiempo fijado t,. En este sentido, pareceria que el
conjunto de puntos singulares puede ser tan grande como el de puntos regulares. Sin
embargo, hay que notar que si miramos la frontera libre conjuntamente en espacio y
tiempo, como subconjunto de R" !, entonces el conjunto regular tiene dimensién n,
y el conjunto singular quizas podria ser mas pequeno.

En un futuro articulo con Figalli y Serra [30] demostramos lo siguiente:

TEOREMA 4.1 ([30]). Sea u(z,t) una solucién no estacionaria del problema de Stefan
(3) en R™, y sea ¥ C R™™L el conjunto de puntos singulares. Entonces,

dimy(X) <n -1

13La medida de Hausdorff HP es una generalizacién del drea o volumen, valida para conjuntos
que a priori pueden ser muy irregulares.
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Nuestro resultado halla por primera vez la estimacién dptima sobre la dimensién
del conjunto singular en el problema de Stefan.

Por otro lado, es interesante notar que no hay ejemplos en los cuales aparez-
can puntos singulares para todo tiempo ¢, y no estd (o estaba) claro si eso podria
ocurrir o no. En caso de que esto no pueda ocurrir, la pregunta natural seria enton-
ces establecer estimaciones para el conjunto de tiempos singulares. En concreto, si
denotamos por X; C R™ el conjunto de los puntos singulares a tiempo ¢, entonces
podemos definir

S:{t:Zt#Q},

i.e., el conjunto de todos los tiempos para los que existe alguna singularidad.
El siguiente resultado fue anunciado en la charla plenaria de Alessio Figalli en el
ICM 2018 [28], y aparecerd demostrado en el articulo [30]:

TEOREMA 4.2 ([30]). Sea u(x,t) una solucién no estacionaria del problema de Ste-
fan (3) en R3, y sea S C R el conjunto de tiempos singulares. Entonces,

1

()

En particular, la frontera libre es C*° (sin puntos singulares) para casi todo tiempo t.

Este es el primer resultado sobre el tamano del conjunto de tiempos singulares
para el problema de Stefan. Como hemos dicho antes, previamente no se sabia, ni si-
quiera, si las soluciones al problema de Stefan (3) en R? podrfan tener singularidades
para todo tiempo t.

Finalmente, queremos remarcar que no esta claro en este caso si la dimension %
es 6ptima o no. Lo que si estéd claro de la demostracion es que este es un exponente
critico para dicho problema. Esto es similar (aunque los resultados y demostraciones

son muy distintos) a lo que pasa para las ecuaciones de Navier-Stokes [11].

PROBLEMA ABIERTO 4. ;Se puede mejorar la estimacidn (5) para el problema de
Stefan en R3?

Creemos que los métodos actuales estan lejos de poder contestar esta pregunta,
y por lo tanto atin queda camino por recorrer hasta entender completamente dicho
problema.

5. PROBLEMAS CON OPERADORES NO LOCALES

Motivados por problemas de la teoria de probabilidad y matematica financiera
[18], asi como por modelos con sistemas de particulas en interaccién en fisica o
biologfa [16], durante las tltimas dos décadas se han dedicado esfuerzos considerables
a entender mejor el problema del obstaculo para el laplaciano fraccionario

u() —u(z +y)

e

(~8)ula) = en [

n

con s € (0,1).
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Cuando s = %, dicho problema resulta ser equivalente al problema de Signorini
[22], ampliamente estudiado desde los aflos sesenta, pero para el cual atin quedan
varias cuestiones abiertas.

5.1. EL PROBLEMA DEL OBSTACULO FRACCIONARIO

A continuacién intentaremos dar una visiéon general sobre los principales resulta-
dos conocidos (y problemas abiertos) para el problema del obstaculo con el laplaciano
fraccionario. Las principales preguntas en este contexto son:

» ;Cudl es la regularidad 6ptima de las soluciones?

= ;Se puede demostrar algin resultado de regularidad de las fronteras libres?

Los primeros resultados en esta direccién los obtuvo Silvestre en [57], donde
demostré la regularidad casi-6ptima de las soluciones'#, v € C''*~¢ para todo £ > 0.
La regularidad 6ptima fue establecida més tarde por Caffarelli, Salsa, y Silvestre [15]:

Las soluciones u son C°.
Ademas, también demostraron lo siguiente:
Las fronteras libres son regulares, fuera de un conjunto de puntos degenerados.

Maés concretamente, demostraron que si u resuelve el problema del obstaculo para
el laplaciano fraccionario (—A)® en R™, entonces u € C1* y para cada punto de la
frontera libre z, se tiene la siguiente dicotomia: o bien la solucién u es degeneradal®
en ., o bien la frontera libre es C'' en un entorno de z,.

Después de los resultados de [15], se han establecido muchos més para el problema
del obstaculo fraccionario, incluyendo: la regularidad C*° del conjunto de puntos
regulares [43, 20, 44, 41], el estudio de los puntos degenerados [36, 4, 33, 38, 23, 34],
el caso de operadores con drift [49, 37, 24, 45], o el estudio de problemas del obstéculo
para operadores no locales més generales [13, 1].

A pesar de todos estos resultados, hay varios problemas bésicos e importantes
que siguen abiertos:

PROBLEMA ABIERTO 5. Obtener una clasificacion completa de los blow-ups para el
problema del obstdculo fraccionario, incluso en R2.

Dicho problema esté abierto incluso para el problema de Signorini (s = %)

PROBLEMA ABIERTO 6. ;Es posible demostrar reqularidad genérica de las fronteras
libres en este contexto?

M Aqui, denotamos C1+®, con a € (0, 1], el espacio de Holder de orden 1 + «. Es el espacio de
funciones w € C1 tales que |[Vw(z) — Vw(y)| < M|z — y|® para alguna constante M independiente
de x,y. Notamos que estos espacios cumplen C? C C1* C C1. Por ejemplo, la funcién |z|1T es
CH@ pero no C2.

15Para, ver las definiciones exactas de solucién u y puntos degenerados, el lector puede consul-
tar [15].
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El primer resultado en esta direccién ha sido establecido recientemente por
Fernandez-Real y el autor [25], demostrando que:

Genéricamente, la parte no regular de la frontera libre
tiene dimension menor o igual a n — 2.

En el mismo articulo [25] se construyen ejemplos no triviales de soluciones cuyas
fronteras libres solo tienen puntos degenerados.

5.2. EL CcASO PARABOLICO

A pesar de la gran variedad de resultados para el problema del obstéculo fraccio-
nario, se sabe mucho menos del caso parabdlico, en que la solucién evoluciona con
el tiempo.

El primer resultado en esta direccién fue de Caffarelli y Figalli [9], y demostraron
la regularidad 6ptima de las soluciones.

TEOREMA 5.1 ([9]). Sea u(x,t) una solucidn del problema del obstdculo fraccionario
parabolico. Entonces, u es C*° en x.

La cuestién de regularidad de las fronteras libres sigui6 abierta durante unos afnos.
La principal dificultad aqui era que, en el contexto estacionario, las demostraciones
se basan muy fuertemente en ciertas férmulas de monotonicidad que parecen no
existir en el contexto parabdlico. Por lo tanto, hay que desarrollar un argumento
completamente distinto.

En el caso s > %, esto se llevé a cabo en [5], donde Barrios, Figalli y el autor
demostraron basicamente lo siguiente:
TEOREMA 5.2 ([5]). Sea s > %, y sea u(x,t) una solucion del problema del obstdculo
fraccionario parabdlico. Entonces, la frontera libre es C* fuera de un conjunto de
puntos degenerados.

Este teorema extendia por primera vez los resultados de [15] al caso parabdlico
(cuando s > 1), y con una demostracién completamente distinta.
En este contexto, los siguientes problemas siguen abiertos.

PROBLEMA ABIERTO 7. ;Se puede demostrar un resultado parecido para s < %?

PROBLEMA ABIERTO 8. Demostrar que las fronteras libres son de hecho C*° en los
puntos regulares.

PROBLEMA ABIERTO 9. ;Qué podemos decir sobre los puntos degenerados?

El lector interesado puede encontrar més informacion sobre estos temas, asi como
més detalles y demostraciones, en los articulos [52], [27] v [22].
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