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Iy =3 -7 implica la infinitud de los primos

La sucesién de Fibonacci Fy =1, Fy =1, F,, := F,,_5 + F,,_1 para n > 3, posee
multiples propiedades y sorprendentes aplicaciones. Una de ellas es que permite
probar la infinitud de los niimeros primos, tal y como se recoge en [2, demostracion 7].
La idea original se remonta a Wunderlich [3] y se basa en la propiedad

(1, Lemma 3.1.9 (b)]:  mecd(F,, Fin) = Fruca(n,m)- (1)

Su argumento es el siguiente (la demostracién original de [3] estd incompleta porque
no tiene en cuenta que F = 1 no admite divisores primos; aqui recogemos la versién
dada en [1, pagina 83]): supongamos que la lista de primos p; =2 < py =3 < p3 =
5 < --+ < p, es finita y consideremos los nimeros de Fibonacci 2 = F,, < F,, <
.-+ < F,, . Entonces, por (1), estos » —1 niimeros son coprimos y ademds son mayores
que 1. Por tanto, existe a lo sumo un Fj,, divisible por dos primos diferentes. Por
otro lado, Fjg = 4181 = 37 - 113 y F3; = 1346269 = 557 - 2417 tienen ambos dos
factores primos, con lo que se llega asi a una contradiccién.

Vamos a ver que una pequeia variante del argumento de Wunderlich permite
concluir la infinitud de los primos a partir de cualquier sucesién de niimeros naturales
T, con las siguientes propiedades:

» Si med(n,m) = 1 entonces med(xy,, ) = 1.

s Sip > 3 es primo entonces x, > 1.

= Existe un entero k > 0 tal que x4« es divisible por dos primos distintos.
Ahora, si el conjunto de primos fuera finito, y usando la notacién anterior, x,,, Zp,,
..., Tp, serfan r — 1 niimeros coprimos mayores que 1 que tendrian como maximo
r — 2 divisores primos (los r primos existentes menos los factores primos de xqx, que
es coprimo con todos ellos), llegando asi a una contradiccién. Claramente, la sucesién

x, = F, satisface las dos primeras propiedades, y para comprobar la tercera basta
calcular Fy = 21 = 3 -7, una factorizacién mucho mas sencilla que la de Fig o F31.
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