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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri y Emilio Fernandez Moral

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar.ciaurri@unirioja.es en archivos
con formato TgX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar Ciawrri Ra-
mirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Computacion,
C/ Madre de Dios 53, 26006, Logrofio. Para los problemas de este nimero
se tendran en cuenta las soluciones recibidas hasta el 30 de junio de 2022.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion serdn tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 425. Propuesto por Sein M. Stewart, Bomaderry, NSW, Australia.
Para cada x > 0, sea y = g(x) la tnica raiz positiva de la ecuacién ye¥ = z.

Probar que
oo 2 —x 2
g°(ze™™) 3 ™
/0 . z=5003)- %

PROBLEMA 426. Propuesto por Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin, Rumania.
Sean a, by ¢ niimeros reales positivos tales que a > b > ¢y a®+b%+c? +abc = 4.

Probar que

b(a? — c?)

at+b+c+
2ac

> 3.

PROBLEMA 427. Propuesto por Marian Cucoanes, Rumania, y Juan José Isach Ma-
yo, Espana.

Se considera un tridngulo ABC tal que 34BAC + LZACB = 2m. Sean I y r el
incentro y el inradio del tridngulo ABC. Sean J y r1 el incentro y el inradio del
tridngulo AIC. Sea D el punto de interseccién de las rectas IJ y AC. Finalmente,
sean K y ro el incentro y el inradio del tridngulo AID. Probar que

1 1 1
+ —.
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PROBLEMA 428. Propuesto por Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin, Rumania.
Si 0 < a < b, probar que

b 2 b
b

(/ \/10g2x+210gx+2dx> > (b—a)? + log? (a>
a a

PROBLEMA 429. Propuesto por Emilio Ferndndez Moral, Logrovio, y Mercedes Sdn-
chez Benito, Madrid.

En un tridngulo rectdngulo ABC de hipotenusa BC, sean K, L y M, respecti-
vamente, los puntos medios de los lados AB, BC' y AC, sea I' la semicircunferencia
de didmetro BC' que contiene el punto A, y sean 71 y 79, respectivamente, las me-
diatrices de los segmentos ABy AC. Sean D=riNT'y E=r,NT.

Por un lado, sean ~; la circunferencia inscrita en el triangulo CML y ~f la
circunferencia que pasa por los puntos A y B y es tangente exteriormente a ;. Sea
K’ el punto de interseccién entre v; y 71 para el que se cumple que D es interior al
segmento K K’. Sea R’ el punto medio de K'D y sea R el simétrico de R’ respecto
de D. Sea ¥, la elipse de focos Ry R’ que pasa por K'.

Por otro lado, sean 79 la circunferencia tangente a la recta AB en el punto K y
tangente también a la recta BC, y 3 la circunferencia que pasa por los puntos A y
C'y es tangente exteriormente a 7,. Sean H y H' los puntos de interseccién entre v
y T2, denominando H a aquel para el que se cumple que E es interior al segmento
MH. Sea P el punto medio de EH y sea P’ el simétrico de P respecto del punto
medio J del segmento HH’. Sea ¥y la elipse de focos Py P’ que pasa por H.

Calcular el cociente entre las areas interiores a ¥, y Wy en funcion de los lados
de ABC.

PROBLEMA 430. Propuesto por D. M. Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” Natio-
nal College, Bucarest, Rumania, y Neculai Stanciu, “George Emil Palade” School,
Buzau, Rumania.

Sea {F), }nen la sucesion de los ntumeros de Fibonacci, definidos por la relacién
de recurrencia F, 12 = Fj,11 + F,, para n > 0, con las condiciones iniciales Fy = 0
y Fy = 1. Probar que

i nt1 [sent o + costx o
lim —_ —dz > —,
n—oo f, 8 4e

donde a,, = ¥/n'F, y a = (1+/5)/2.
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PROBLEMA 431. Propuesto por Mihdly Bencze, Brasov, Rumania.

Sean aq, ..., a, nimeros reales no negativos y A un nimero real tal que A >

Probar que
n

1
m;‘f >\+1 Zak ZA+eak'

PROBLEMA 432. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.
Determinar los a, b, c € N que son solucién del sistema de ecuaciones

Ja+a—varvace-c
\/b+\/b+m=c,
Jar Vo vavrre=t

2

Soluciones

PROBLEMA 401. Propuesto por Sein M. Stewart, Bomaderry, NSW, Australia.

Probar que

dz = mlog (2 +2V2).

> log (z* + 622 + 1)
/0 1+ 22

Solucion enviada por Daniel Vicaru, Pitesti, Rumania.
Como

2t 62 4+ 1= (22 4+ (1 — vV2)H) (2® + (1 + V2)?),

denotando por [ la integral a evaluar, tenemos I = I; + I3, donde

[T log(2? + (1 - v2)?) [ log(z® + (14 V2)? )
[1_/0 1+ 22 dz e Ig—/o 11 22

Ahora, usando la identidad [1, 4.295.1]

* log(ux? + B ™
/szbg(\/ﬁ—k\/@, Re 8, Rep >0, |argy| <,
0

v+ 22 Nal

deducimos que
I, = 7log V2 y I, = wlog(2 + v/2),

y el resultado se obtiene inmediatamente.

561
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También resuelto por A. Alamo, B. Bradie, L. Glasser, G. C. Greubel, Kee-Wai Lau, J. C. Lé-
pez y R. Mendoza (conjuntamente), J. Nadal, J. Polo, P. Refolio, B. Salgueiro, A. Stadler y el
proponente.

NoT1A. La mayor parte de las soluciones recibidas basan su argumentacién en probar
la identidad

1+ 22

Es facil demostrar este resultado usando derivacién bajo el signo integral. En efecto,

si tomamos - )
F(a):/ wdx, a>0,
0 1+

/mh%W+$%dx:ng1+¢@7 a>0. @
0

con el cambio de variable x = 1/t es claro que

[e'e] o 2
F(0) = /O %dtz—nm

y, por tanto, F'(0) = 0. Ademds, justificando adecuadamente la derivacién de la
integral,

N e dx
F@‘A @t @10

1 /°° 1 LN, T -
1—a)y \1+22 a+22 x_2\/5(1+\/5)’ a="

(El caso a = 1, en un principio, deberfa estudiarse de manera independiente pero es
facil comprobar que F'(1) = 7/4 y la identidad anterior también se cumple en este
caso.) Asi,

F(a) = F(0) Jr/OaF’(:c)dz = mlog(l + Va).

Finalmente, puede comprobarse de manera elemental que (2) permite dar una
sencilla prueba de (1) cuando >0y u,y > 0.

PROBLEMA 402. Propuesto por Angel Plaza de la Hoz, Universidad de Las Palmas
de Gran Canaria, Las Palmas.

Sea {P,}nen la sucesion de los nimeros de Pell, que satisfacen la relacién de
recurrencia P,y; = 2P, + P,,_1, con n > 1, y valores iniciales Pp = 0y P, = 1.
Probar que

n
P, Py 1 = 3(-1)"
PT%+ZP13: 2n+2 + 2n81 ( )’ n> 1.
k=0
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Solucién enviada (independientemente) por B. Bradie, Christopher Newport Univer-
sity, Newport News, VA, EE.UU., y G. C. Greubel, Newport News, VA, EE.UU.

Sea {Qn}nen la sucesion de los niimeros de Pell-Lucas, definidos por la misma
relacion de recurrencia que los ntimeros de Pell pero con los valores iniciales Q¢ =
Q1 = 2. Tomando a = 1+ 2y 8 =1 — /2, los ntimeros de Pell y de Pell-Lucas
admiten las formulas de tipo Binet

1
P, =—("-p" =a" + [". 1
=3 \/5( gy Qa B (1)
Notar que podemos considerar (J_; = —2 cuando sea necesario.
Puesto que af = —1, las relaciones (1) implican inmediatamente que

P2 = L(Qan 201,

Asi, reescribiendo la relacién de recurrencia para los nimeros de Pell-Lucas de la
forma

QQn = %(Q2n+l - QQn—l)a

tenemos

> P =
k=0

NgE

(Qar —2(=1)") = % (; D Qo1 — Qar1) — (1+ (1))n>
k=0

oo\H oo\H
w
l\DH—‘o

-4(

Finalmente, usando la identidad @,, = P,,+1+FP,,—1, que nuevamente puede deducirse
de manera elemental de (1), deducimos que

(Q2ny1 —Q-1) — (1 + (—1))n) = %(anﬂ =2(=1)").

1 1
P2 4 Z P = g(an —2(-=1)") + TG(QQn—&-l —-2(-1)")

1 1
= E(Qmﬂ +2Q2, — 6(=1)") = g(P2n+2 + Pop—1 —3(=1)"),
tal y como queriamos probar.

También resuelto por M. Gea, L. Gonzdlez, V. Milchev (dos soluciones), J. Nadal, J. Polo, C. Sa-
cristdn, A. Stadler, S. Stewart y el proponente.

NoTA. La mayor parte de las soluciones recibidas han basado su argumentacion en el

uso de las férmulas de tipo Binet para los niimeros de Pell y Pell-Lucas. Sin embargo,

en algunas soluciones han aparecido interesantes propiedades de los nimeros de Pell.
Por ejemplo, en la soluciéon enviada por Polo se utiliza la identidad

PnJrk :Pn+1Pk+PnPkfl7 (2)
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que puede probarse facilmente teniendo en cuenta que

Poy1 P\ (2 1\"
P, P,_1) \1 0
En efecto,

Puprer Powi ) _ (2 1\ 2 1\" 2 1\
Puir Pura) \1 o) “l10) 1o
_(Porr Pn Py P
P, P, P, Py
_ (PrprPepr + PP PopiPr+ PoPry
PnPk+1+Pn—1Pk PnPk+Pn—1Pk—l

y (2) se sigue inmediatamente. Ademads, de (2), tomando k = n + 1, se obtiene la
identidad
Py = P2 + P2

Por otro lado, la segunda solucién de Milchev se basa en el estudio de funciones
generatrices de sucesiones asociadas a los nimeros de Pell. Entre otras, él encuentra

las relaciones
2

> r—x
nP2:
gox " (1-2)(1 -6 +a?)

o0 n T
Z“THZP’?: 2
= = (1-2)(1 —6x + 22)

utilizando que ambas sucesiones satisfacen la relacion de recurrencia a, 2 = 5a,4+1+
5a,, — a,_1 con valores iniciales apropiados.

PROBLEMA 403. Propuesto por Ovidiu Furdui y Alina Sintamarian, Technical Uni-
versity of Cluj-Napoca, Cluj-Napoca, Rumania.

Evaluar
> 1 1 1 1
3 e — ).
Z <n <<(5) 25 35 n5> 4n>

n=1

Primera solucion, enviada por Kee-Wai Lau Hong Kong, China.
2
Probaremos que la suma de la serie es 173 + C(?’) - I3
Por induccién sobre M, podemos probar que se verifica la identidad

i(n3(<(5>—1_215_315 ..... 711)—41”)

n=1
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Entonces, como

4M4 M .’155 e ]W+1 M+1 .Ts 4(M+1)4,

deducimos que
M>(M+1)?2 X1 1
lim — T —
N DD

y el resultado ya es inmediato.

Segunda solucion, enviada por Sedn M. Stewart, Bomaderry, NS’W Australia.

C(3) 2
Denotando por S la suma a evaluar, probaremos que S = ﬁ +r -5

Si HY = >on_i 1/kP es el n-ésimo nimero arménico generahzado de orden p,
con p € N| es claro que

= i n® <<(5) —~HY - 47114) :

Recordemos que, segin la férmula de sumacion de Abel, si tenemos dos sucesio-
nes de nimeros reales {a,} {bn} tomamos A, = >.,_, ax, entonces

nfn>1 Y nfn>1 Y n k=1 %k, )
si my,—y00 Anbngr existe y D07 Ay (by — byt1) converge, se tiene que Y o | anby,
converge y

Zan n = hrn Apbpi1 +ZA —bpt1)- (1)

Tomando a, = n®y b, = ((5) — oYy - o7 en (1), como A, = > p_ k* =
W20+ 1)/
1 1 1

1P Anr 1 dnt

tendremos, supuesto que el limite exista y que la serie sea convergente,

bn - bn+1 -

1, ) ®) L
§ =7 lim n*(n+1) (4(5) Hyty - Ant1p
1 0o ) ) 1 1 1
,E 1 T o404 )
fagrety ((n+1)5+4(n+1)4 4n4>

Consideremos las sucesiones o, = b1y Bn = 1/(n?(n+ 1)?). Podemos comprobar
que

lim a, = lim 5, =0
n—o0 n—oo

y, ademas,

iy Yl On 1 i n?(10n3 + 40n2 + 55n + 26)
im — lim - =
n—00 ﬂn—o—l ﬂn 16 n—00 (n + 1)3(n + 2)3
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Entonces, aplicando el caso 0/0 del criterio de Stolz-Cesaro, concluimos que

A > © L) gy,
nh_)rr;on (n+1) (C(5) Hn+1 4(n + 1)4) = nh—>H;o 3, =0
y, por tanto,

> 10n3 +10n2 +5n+1

S=—-——
2 3
16 ~~ n?(n+1)
[e%s) N

1 1 7 4 1 1 1
= —— _— —_ —71/ _——

16n_1(n2+(n+1)2 (n—|—1)3) 8Ng>noonz_:1(n n—i—l)
_1 .
16 4 12°

Tercera solucion, enviada por Alfonso Alamo Zapatero, BBVA CIB, Madrid.
Probaremos el siguiente resultado méas general: para p € N, con p > 3,

S (w5 ) )
S S S f(pfl)3j<<<j+1>—1>

_ 2 _ _
P-1% p-1 p-145\ j

donde {B;} cn es la sucesién de los nimeros de Bernoulli. En particular, tomando
p = 5 se tiene

> 11 1 1\ 1  ¢B) =?
Z(”3<<(5>‘1‘25‘35 """ m)_zyz)_lfi+4_12’

n=1

que es el valor solicitado.
Fijemos p € N, con p > 3. Por simplicidad, denotaremos

FH(n,r) :Zj’" y an = Z %.

j=1 k=n+1

donde Hpy es el N-ésimo ntmero armoénico. Ahora, usando sumacién por partes,

N N
Z nP~2a, = FH(N,p — 2)an 41 — Z FH(n,p —2)(ant1 — an)
n=1 n=1

FH(n,p—2)

FH(N,p — 2)an41 + Z T+
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Por otra parte, en virtud de la estimacion

Y1 1 1
;kpap)(p—l)NIH+O<Np)’

que puede obtenerse directamente de la formula de Euler-Maclaurin, se sigue que

= G+ O @

y, como, por la férmula de Faulhaber,

1 «— +1 .
FH(n,7) = — (’" , )Bj(l ) (3)
i=o N
llegamos a
1 1
FH(N,p — 2 - O(—).
Ademas, aplicando de nuevo (3), deducimos que
ZN: FH(n,p—2) 1 XN:”X‘:Q (p 1) B;
= (+np p-limig\ J (L +n)it
1 22 ma N 1
- B, .
1 (5 )P S are
-2 N
_ 1 p p—1 B. Z 1 Hyi—1
p—1s\ j ) 7= 04nytt o p—1

De este modo, puesto que

HN+1*17 Hy 1 < 1 1)

p—1 p—1 p-1

llegamos a

lim S L Loy ;S P-Hp 3 Lo Ly
im = ——> +—— lim i - —
Nooo M T (p=1)2 T p—1Noe \ &\ )T (14 n)itt T N+

n=1

SN 7 AN
S (p-1)2 p—1+p_12( ~)BJ(C(]+1) 1),

que es el resultado buscado.

También resuelto por B. Bradie, J. Mozo, A. Stadler, D. Vacaru y los proponentes. Se han recibido
dos soluciones incorrectas.
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PROBLEMA 404. Propuesto por Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin, Rumania.
Sean «, 3, v y 6 nimeros reales no negativos tales que a8y # 0. Probar que
044 +ﬁ4 _I_,Y4 _|_64 +5aﬁ75 S 042/82’72 _‘_527252 —‘1-72(520(2 +52a262
9 — o +52 +72 + 52 :

Solucion enviada por Albert Stadler, Herrliberg, Suiza.
La desigualdad propuesta es equivalente a

fla,B,7,0) := (o + B* +9* + 6 + 5apyd)(a® + 52 + 97 +6%)
— 9(a?B%y? + 24282 +126%a% + 6202 B2) > 0.
Puesto que f(«, 3,7, 0) es una funcién simétrica en las variables «, 8, vy §, podemos
asumir, sin pérdida de generalidad, que a < 8 < v < §. Ademads, existen nimeros
reales no negativos r, s, t yu talesquea =7, 8 =r+s,y=r+s+tyd =r+s+t+u.
Asi, usando, por ejemplo, Mathematica, tenemos
fror+s,r+s+t,r+s+t+u)
= 247%s% + 59735 + 51r?s? 4 15rs® + 327 st + 118735t + 136725t + 50rs't

+ 32r42 + 1603 st% + 25512 5%t + 145rs3t% 4 20s*t? + 6413t + 20812 st

+196rs%t® + 52533 + 5612t* + 1167st* + 53s%t* + 247t° + 24st® + 4

+ 167%su + 5913 5%u + 6812 s3u + 25rstu + 32rttu 4+ 160r3stu + 255r° 53 tu

+ 145rs3tu + 20s*tu + 96r3t%u + 312r2st?u + 294rs*t%u + 785 t%u + 112r%t%u

+ 232rst3u + 1065t u + 60rt*u + 60st*u + 12t°u + 24r*u® + 10173 su?

+153r25%u? + 95rs>u® + 205 u? 4 10613 tu® + 3002 stu? + 276rs*tu?

+ 8253t + 141722 + 273rst?u? 4+ 12952 t2u? + 88rt3u? + 88st3u? + 22t*u?

+ 3733 + 9812 su + 89rs?u’ + 285%u> + 8512 tud + 157rstu® + 7657 tu3

+ 72rt2u® 4 725203 + 24t3u3 + 18r%ut + 3drsut + 17s5%ut + 32rtu* + 32stut

+ 16£2u* + 6ru’® + 6su’® + 6tu’® + u’ >0
puesto que todos los coeficientes son positivos. La igualdad a cero de f(r,r + s,r +
s+t,r+s+t+u)ocurritdsiy solosir =t =u=00s=1t=wu=0. Por tanto,

en la desigualdad inicial, como o = r # 0 por la hipdtesis a5y # 0, la igualdad se
verificard si y solo si « = 8 =y = 4.

También resuelto por J. Nadal y el proponente. Se ha recibido una solucién incorrecta.

PROBLEMA 405. Propuesto por Andrés Sdiez Schwedt, Universidad de Leén, Leon.

En el tridngulo escaleno ABC), la circunferencia inscrita es tangente al lado BC'
en el punto D y al lado AC en el punto E. Sea M el punto medio de BC' y supon-
gamos que AD es paralelo a EM. Probar que la recta DFE corta a la circunferencia
circunscrita al tridngulo ABC en dos puntos, uno de ellos situado en la mediatriz
del segmento AC'y el otro en la mediatriz de BC.
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D (b-0)/2

Figura 1: Esquema para la primera solucién del Problema 405.

Primera solucion, enviada por Titu Zvonaru, Comdnesti, Rumania.

Sean a, by ¢, respectivamente, las longitudes de los lados BC, CA 'y AB, s el
semiperimetro y 7 el radio de la circunferencia inscrita en el tridngulo. Podemos
suponer b > c. Sea @) el punto de interseccién de la mediatriz de BC' con la circunfe-
rencia circunscrita que estd situado al mismo lado de la recta BC' que el vértice A.
Se sabe que CD =CE=s—c, AE=s—ay ME =% — (s — b) = %5¢.

También (ver la figura 1), ZCQM = %, de manera que

a a(s —a)
M = =
@ 2tan(A/2) 2r
Por otro lado, como AD y EM son paralelos se tiene ;% = 2=, de manera que

tan(ZQDM) = = . = =
an(£Q ) DM 2r b—c r o s—a T

QM  a(s—a) 2 sfa.sfc—sic:tan(g (;) (1)

Y, como el tridngulo CDE es isésceles, se tiene ZEDM = ZEDC = % — . De (1)
resulta que ZQDC = ZQDM = /EDC y que, por consiguiente, los puntos D, E' y
() son colineales.

Para la mediatriz de AC' la prueba es similar.
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Figura 2: Primer esquema para la segunda solucién del Problema 405.

Segunda solucion, enviada por el proponente.

Sean @) y P, respectivamente, los puntos donde la circunferencia circunscrita al
tridngulo ABC corta a las bisectrices exteriores de los dngulos CAB y CBA. Como
ZIAQ = 7, el punto @ pertenece a la mediatriz de BC, que es un didmetro de la
circunferencia circunscrita (figura 2) y, del mismo modo, el punto P pertenece a la
mediatriz de AC. Para resolver el problema probaremos que los puntos D, F, Q y
P estan alineados.

El tridngulo CDF es isésceles, asi que la recta DFE es perpendicular a C'I, siendo
I el incentro del tridngulo ABC. Pero también es perpendicular a C'I la recta PQ ya
que, aplicando el teorema del dngulo interior a una circunferencia se tiene, utilizando
que ZPOR = ZQOS, donde O es el circuncentro, V.= PQ NCI, T es el punto de
interseccién de la recta CT con la circunferencia circunscrita, y «, 8 y v los angulos
de ABC,

2/QVT = LTOA + LAOQ + LPOR + ZROC
=2/ICA+2/IBA+2/1AC
=v+B8+a=m.
De modo que, si probamos que CI | D@, habremos visto que DE y P(Q son
la misma recta y el problema quedara resuelto. Para esto, lo que vamos a hacer es
probar que DH | CQ, siendo H = CINQM. Porque de ahi, puesto que QH L CD,

se deduce que entonces H es el ortocentro del tridngulo C' D@, y se concluye que
CH 1 DQ, luego que CI 1 D@, como queremos.
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Figura 3: Segundo esquema para la segunda solucién del Problema 405.

Si miramos el tridngulo isésceles BCQ (figura 3) vemos que ZDCQ = /BCQ =
5 — 9,y entonces nos basta probar que ZHDC = 5. Pero esto se sigue de que los
trlanguIOb CAI y CDH son semejantes, ya que se tiene ZICA = ZHCD vy, como
ID || HM, AD || EM por hipétesis y CD = CE, aplicando dos veces el teorema de
Tales resulta
CI CD CE CA
CH CM CM CD’

También resuelto por F. D. Aranda, J. Nadal y A. Stadler. Se ha recibido una solucién incompleta.

PROBLEMA 406. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.

En el tridngulo ABC, los puntos D, E'y F estan en los lados BC', AC'y AB, res-
pectivamente, y son tales que las cevianas AD, BE y C'F concurren en un punto M.
Las areas de los tridngulos AME, BMF y CMD son iguales, respectivamente, a
70, 56 y 30.

(a) Encontrar las areas de los tridngulos BMD, CME y AMF.

(b)* {Quedan determinadas las longitudes de las cevianas AD, BE y CF por los
datos del enunciado? ;Queda determinado el tridngulo ABC' por los datos del
enunciado?
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Figura 4: Esquema para la solucién del Problema 406.

Solucion enviada por Antonio M. Oller Marcén, Centro Universitario de la Defensa,
Zaragoza.

Llamemos z, y y z, respectivamente, a las areas de los triangulos BM D, AMF
y CME (ver la figura 4).

(a) Nos fijamos primero en la ceviana AD. Como los tridngulos AMB y MDB
tienen la misma altura correspondiente al comin vértice B, sus reas estan en la
misma razén que las longitudes de las bases AM y M D. Lo mismo sucede con los
tridngulos AMC' y M DC'. Por lo tanto,

56+y AM 70+ z
x  MD 30 °

Consideraciones anédlogas para los tridngulos con bases en las cevianas BE y CF
dan, respectivamente,

30+2 BM 564y 0+2 CM 304z
> ME 10 Y y  MF 56

El sistema que forman las tres ecuaciones anteriores se puede resolver con facilidad
(para empezar, por ejemplo, multiplicando miembro a miembro y simplificando se
obtiene xyz = 30 - 56 - 70, la relacién que da el teorema de Ceva, que puede agilizar
las cuentas). De hecho, el sistema solo tiene una solucién con z,y,z > 0 y estd dada
por

(2, %) = (40,84,35).

(b) La respuesta es negativa a ambas preguntas.

Para la primera, comencemos con un tridngulo cualquiera, ABC, de &rea 1.
Elegimos sobre el segmento BC' el punto D tal que BD = %DC. A continuacién,
tomamos sobre el segmento AD el punto M tal que AM = %M D. Pongamos después
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que BM corte al segmento AC en el punto F, y que CM corte al segmento AB en el
punto F. Resulta relativamente sencillo, argumentando a partir de las razones en las
que estan divididos los segmentos BC' y AD), considerando los distintos triangulos
que aparecen y denotando con [XY Z] el drea del tridngulo XY Z, ver que (consultar,
por ejemplo, [1])

8 6 8
BMD) = —, [CMD]= —, [BMF|=—
[BMD] = —, [CMD]=, [BMF] =,
28 2 1
AMF) = — AME) = - ME| = —.
AMF] = -, [AME]== y [CME]=:

Entonces, si aplicamos una dilataciéon de razén v/315 (que multiplicard las areas
por 315), obtendremos un tridngulo que va a cumplir las condiciones del enunciado.
Como el tridngulo ABC de partida es totalmente arbitrario, salvo por su érea,
resulta evidente a partir de aqui que las condiciones del enunciado no determinan el
triangulo. Unicamente determinan que su drea total debe ser igual a 315.

Para la segunda: es evidente que dado un triangulo de area 315, la construccién
anterior determina los puntos D, E' y F de manera unica (es decir, el punto D es
el inico punto del segmento BC' tal que BD = %DC, etc.). Este hecho, junto con
la posibilidad de llevar a cabo la construccién para cualquier tridngulo de area 315,
implica que los datos del enunciado tampoco determinan de manera univoca las
longitudes de las cevianas. Por ejemplo, podemos considerar la familia de triangulos
rectangulos con angulo recto en B y area 315. Resulta evidente que la longitud

de la ceviana AD no es fija (de hecho, si BC = ay AB = ¢ = 6(1@, se tiene

AD =/ (%)" + (%2)%).

En definitiva, las condiciones del enunciado fijan el drea del tridngulo, las razones
en las que el punto M divide a las tres cevianas y las razones en las que los puntos
D, E y F dividen a los lados del triangulo. Pero no fijan ni las longitudes de los
lados ni las de las cevianas. Al hilo de este problema, el trabajo citado [1] puede ser

de interés.

REFERENCIAS

[1] A. M. Oller Marcén, Rational ratios and concurrent cevians, Math. Mag. 86
(2013), 265-269.

También resuelto por F. D. Aranda, C. Beade, A. Stadler, T. Zvonaru y el proponente (en su
caso, solo el apartado (a)).

PROBLEMA 407. Propuesto por Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin, Rumania.
Probar que en cualquier triangulo ABC' se cumple la desigualdad

tan®(1°) tan?(2°) tan?(3°)  tan®(2°) tan®(1°) _ (2v/2+1)tan?(3°)
+ + > :
ha hy he 7s

siendo hg, hy, he las longitudes de las tres alturas y s el semiperimetro del tridngulo.
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Solucion enviada por Albert Stadler, Herrliberg, Suiza.
Probaremos la desigualdad

h%ﬂ%fh% N 3\2/3 f/(x+y)(y8+z)(z+x)7 "

valida para nimeros reales x,y, z > 0 cualesquiera.

Sean a, b y ¢ las longitudes de los lados, s = (a + b+ ¢)/2 el semiperimetro y A
el drea del tridngulo ABC. Pongamos u := s —a, v := s —by w:= s — c. Se tiene
utv=c,vt+tw=a,w+u=byu+v+w=s. Ademds, por la formula de Herén,

A= /5(s—a)(s —b)(s — ¢) = Vuvw(u + v+ w).

De esta forma, usando que A = ah,/2 = bhy/2 = ch./2, la desigualdad (1) es
equivalente a

aa:+by+cz23\/§éf/(x+y)(y+z)(z+m)

M\/ Ve YT G T )
=3v3 \/ )y +2)(z + ).

u+v+w

Ahora, como
ax+by+cz=@w+wzr+(wt+uwy+ (ut+v)z=uly+z)+v(z+z)+w(r+y),

la desigualdad (1) es equivalente a

(u(y + 2) +v(z +2) + w(z +y)Vut+v+w > 3V3Y (2 +y)(y + 2)(z + 2)Vuow,

y esta tltima resulta de aplicar dos veces la desigualdad entre las medias aritmética
y geométrica. Con esto queda probada (1).

Asi, tomando z = tan?(1°) tan?(2°) tan?(3°), y = tan?(2°) y z = tan?(1°), solo
nos quedaria comprobar que se cumple

22+ 1
7

3\[\/90—1—;9 Wy +2)(z+2x)> tan?(3°), (2)

lo que puede hacerse con una calculadora: a la izquierda el valor es aproximadamente
0.002149, mientras que el valor a la derecha es aproximadamente 0.001502.

También resuelto por J. Nadal, D. Vacaru y el proponente.

NoTA. Vacaru y el proponente usan en sus respectivas soluciones la desigualdad de

Bergstrom
x
Zefils(24)-

k=1
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valida para x, € Ry ax > 0,parak =1,...,n (y conigualdad solosi && = ... = Zn),

ai An

El proponente, ademés, prueba y usa la desigualdad h, + hp +he < 2\}%, mientras

que Vicaru utiliza la desigualdad maés fina, de Luis A. Santald, hg + hy + he < 5v/3
[1, (6.2)] (aqui la igualdad solo se da en el caso de un tridngulo equildtero), con lo
cual él deja probada la desigualdad

tan?(1°) tan?(2°) tan?(3°) n tan?(2°) n tan?(1°) - tan?(3°)
ha hy he svV3

més fina que la enunciada (y que también resulta con el método de Stadler: en este
caso, el correspondiente valor a la derecha en la desigualdad (2) serfa aproximada-
mente 0.001586).

REFERENCIAS

[1] O. Bottema, R. Z. Djordjevi¢, R. R. Janié, D. S. Mitrinovi¢ y P. M. Vasié,
Geometric Inequalities, Wolters-Noordhoff Pub., Groningen, 1969.

PROBLEMA 408. Propuesto por Florin Stanescu, Serban Cioclescu School, Gdesti,
Rumania.

Sea f : [0,1] — R una funcién de clase C1([0,1]) verificando que |f/(x)| < 1

para z € [0,1] y
1
/ f(x)dx
0

/01 2" f(x) dx

1
<=
2

Probar que
1

n+2’

< n > 1.

Solucién enviada por Santiago Alzate y Edwin Rivera (estudiantes), Universidad de
Antioquia, Colombia.
Aplicando integraciéon por partes se tiene

1 1 1 1
/0 2" f(z) do = 7{:—)1 - n+1/0 " (2) da, n >0,

y, usando el caso n = 0 para eliminar f(1), llegamos a

/olxnf(x)dw: n—li—l (/01f(m)da:—i—/ole’(x)dx_/len—irlf/(x)dx)
:n-1|-1 (/01f(fr)dx—i—/ol(x—x"*l)f’(x)dx),




576 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

Asi, el resultado se sigue inmediatamente de la desigualdad triangular y de las hi-
potesis dadas para la funcién f. En efecto,

(| ]+ [
R .

También resuelto por Kee-Wai Lau, J. Polo, C. Sacristan, A. Stadler, D. Vdacaru y el proponente.

IN

/01 2" f(x) dx




