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RESUMEN.  En este texto reflexionamos sobre diversos aspectos relacionados
con los estudiantes con alta capacidad matemadtica desde la perspectiva de
la investigacién en didéactica de las matematicas. Nos centramos en describir
y comentar resultados de investigacion sobre el concepto de alta capacidad
matemaética, la identificacién de caracteristicas de la misma, la identificacién
de estudiantes, y la atencién a estos estudiantes en las aulas y fuera de ellas.
Hacemos mencién especial a la creatividad matematica, como caracteristica
inherente a la alta capacidad matematica, y a sus componentes, y también a la
visualizacién, habilidad descuidada con frecuencia en las clases de matemaéticas.

1. INTRODUCCION

En Espafia y la mayoria de los paises avanzados es evidente la creciente escasez
de titulados universitarios en matematicas, debida a la mayor demanda de estos
titulados en el mundo econdémico y empresarial [17, 54], que se prevé siga aumentando
en el futuro. Parte del problema es la creciente falta de titulados en matematicas para
cubrir las plazas de profesorado de matemaéticas de Secundaria, como consecuencia
negativa de un incremento de la demanda de matematicos en otros ambitos, para
realizar trabajos que les resultan més atractivos o rentables que la docencia.

Desde diversos ambitos se promueven y realizan actuaciones divulgativas para
motivar a los estudiantes de Secundaria, pero, realmente, las acciones de motiva-
cion deben empezar unos anos antes, en 1.° de Primaria, y deben llevarlas a cabo
los profesores de cada nivel educativo en sus clases, con el apoyo de otros actores
importantes, tanto las autoridades educativas como divulgadores, sociedades pro-
fesionales, etc. [33]. Es necesario plantear acciones que despierten el interés por las
matematicas de los estudiantes de los niveles preuniversitarios en general pero, sobre
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todo, es imprescindible evitar que se pierdan, por falta de una atencién adecuada,
estudiantes con una buena aptitud para las matematicas, es decir, los que suelen
denominarse estudiantes con alta capacidad matematica o con talento matemaético.
Con frecuencia, las habilidades matematicas de los nifios estan dormidas y pueden
permanecer asi durante anos; finalmente, es probable que se pierdan definitivamente
si no son descubiertas a tiempo y los nifios no reciben una formacién adecuada [7].
El objetivo de este articulo es realizar un recorrido, que no pretende ser exhausti-
vo, por la investigacion sobre los estudiantes con alta capacidad matematica (en
adelante, ACM), principalmente desde la perspectiva de la investigacion de la didéc-
tica de las matemaéticas (o educacién matemética), tanto espafiola como internacio-
nal. Presentaremos los problemas de investigacién mas destacados y las respuestas
que se estan dando que consideramos mas interesantes, que se centran mayoritaria-
mente en la caracterizacién operativa de la ACM, la identificacién de estudiantes
con ACM, y la atencion a los estudiantes identificados para favorecer su gusto por
las matematicas y el desarrollo de sus capacidades relacionadas con esta ciencia.
Una buena formacién inicial y continua del profesorado de matematicas es funda-
mental para el tratamiento adecuado por el sistema educativo real de los estudiantes
con ACM, por lo que se estan realizando también considerables esfuerzos de inves-
tigacién en esta linea; no obstante, aqui no vamos a abordar este tema.
Terminamos esta introduccién haciendo dos precisiones terminolégicas:

= En las publicaciones de didactica de las matematicas sobre este tema se suelen
usar, generalmente como equivalentes, los términos talento matematico y
alta(s) capacidad(es) matemaética(s) para aludir a los estudiantes que
destacan en matematicas por encima de sus compaifieros.

= Al hablar de problemas de mateméticas y de resolucién de problemas,
adoptamos el significado dado por la didactica de las matemadticas: «un pro-
blema es una tarea que es dificil para el individuo que esta tratando de re-
solverla. Ademsds, esa dificultad debe ser intelectual mas que computacionaly»
([58, p. 74]). La aclaracién de la segunda frase es importante: convertir un
enunciado verbal en una ecuacién es un problema para un estudiante de 1.° de
ESO; invertir con papel y ldpiz una matriz 27 x 27 es una tarea dificil, pero
no es un problema. Llamamos ejercicio a una tarea matematica que no es un
problema para el individuo que esta tratando de resolverla.

2. DIVERSAS APROXIMACIONES A LA ALTA CAPACIDAD Y LA SU-
PERDOTACION

La psicologia educativa distingue variantes en la manifestacién de un nivel inte-
lectual superior a la media y habla de personas precoces, talentosas, superdotadas,
genios, prodigios y otros tipos méas especificos [46], siendo la distincién entre super-
dotacion y talento la mas importante, por ser los dos tipos mas frecuentes entre los
estudiantes. Actualmente, la mayoria de los autores consideran que la superdotacion
corresponde a un alto nivel intelectual en (casi) todos los campos académicos y el
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talento corresponde a un alto nivel intelectual en un campo especifico o en unos
pocos campos [50].

Nuestro objetivo es presentar la actividad investigadora desarrollada en el area
de didéctica de las matemaéticas, pero es conveniente conocer, aunque sea superfi-
cialmente, algunas propuestas hechas desde la psicologia, pues los psicilogos fueron
los primeros en desarrollar el estudio de la superdotacién y la alta capacidad en
diferentes campos, en particular en matematicas. A continuacién presentamos muy
brevemente las ideas centrales de los principales modelos psicélogos de superdota-
cién; en [34] y, sobre todo, en las publicaciones originales y recientes de los autores
citados, se puede tener un conocimiento mas completo de estas teorias.

J. S. Renzulli ha desarrollado la teoria de los tres anillos. Este autor identifica
tres tipos de rasgos personales (figura 1): creatividad (produccién de respuestas o
resultados novedosos u originales), compromiso con la tarea (motivacién e interés
por completar las tareas que se le plantean) y habilidad por encima de la media
(para comprender y utilizar nuevos conocimientos). Las personas superdotadas son
las que poseen de manera bien definida y desarrollada los tres rasgos [55].

Habilidad
por encima
de la media

a4

Creatividad

Compromiso
con la
.

Figura 1: Diagrama de la teoria de los tres anillos de Renzulli ([55]).

La superdotacién influye y es perceptible tanto en actividades académicas como
en cualquier otro &mbito de la vida. Por ello, F. J. Monks ha creado una teoria basada
en incorporar a la de los tres anillos entornos de interacciones sociales: familia, colegio
y amigos [42] (citado en [46]).

F. Gagné ha propuesto el modelo integral de desarrollo del talento (CMTD
por sus siglas en inglés), que propone tener en cuenta componentes biolégicos y edu-
cativos (figura 2). Por una parte, la predisposicién genética permite o dificulta el
desarrollo de capacidades naturales excepcionales o dones (en inglés, gifts), los cua-
les se pueden transformar en talentos. Los catalizadores son factores que favorecen
o imposibilitan esos cambios y pueden ser intrapersonales y ambientales [25].

El modelo de las inteligencias multiples de H. Gardner ha alcanzado un alto re-
conocimiento internacional. Gardner considera la inteligencia como multidimensional
y formada por diversos componentes, relacionados pero diferentes, que pueden tener
distintos niveles de desarrollo en un individuo. Por ello, habla de las inteligencias
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Figura 2: Diagrama de la teoria de superdotacién de Gagné (elaboracién propia).

de una persona. Segin [26], hay ocho inteligencias: lingiiistica, 16gico-matemaética,
espacial, corporal-cinética, musical, interpersonal, intrapersonal y naturalista (aun-
que, desde entonces, ha definido més inteligencias). Ademads, [26] habla de «talento»
como la presencia de una capacidad superior en alguna de las inteligencias y de «al-
tas capacidades» cuando la existencia de capacidad superior esta generalizada a las
diversas inteligencias.

3. LA ALTA CAPACIDAD MATEMATICA

De manera intuitiva y simplificadora, podemos decir, como [16], que un estu-
diante tiene ACM cuando su capacidad matematica se sitia significativamente por
encima de la media. Si bien la formulacién anterior parece clara, hay diversos matices
sobre qué se entiende por cada uno de los aspectos que intervienen en el concepto
anterior. La capacidad matemaética se puede referir a realizar diversas actividades
matematicas, como resolucion de problemas, aprendizaje de contenidos y algoritmos
complejos, etc., de manera claramente superior a la media de sus compafieros de
curso, es decir con mas rapidez, eficacia y éxito. Sin embargo, para hacer esta idea
operativa y util para las practicas docente e investigadora, hay que darle una forma
mas concreta, tarea en absoluto trivial por las multiples variables que intervienen
en la ACM, matematicas, educativas, curriculares, cognitivas, afectivas, culturales,
entre otras. Podemos encontrar varias definiciones de ACM [37], como:

= Krutetskii denomina talento matematico a «una agrupacién tnica de habi-
lidades matematicas que abre la posibilidad de un desempeno con éxito en
la actividad matemética (o, pensando en los escolares, la posibilidad de un
dominio creativo de la asignatura)» ([36, p. 77]).

= Leikin afirma que «un estudiante tiene alta capacidad matematica si muestra
un alto nivel de rendimiento matematico respecto al grupo de referencia y es
capaz de producir ideas matemaéticas que son nuevas respecto a su historial
educativo» ([38, p. 3]).

= Bicknell considera que los estudiantes con ACM son «aquellos que tienen unas
habilidades matematicas especiales o quienes se involucran en pensamiento
matemdtico cualitativamente diferente» ([5, p. 63]).

= Para Parish, los estudiantes con ACM son «aquellos que poseen unas aptitudes
naturales (o instintivas) inusualmente altas para comprender conceptos mate-
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maticos y que, por tanto, se diferencian sustancialmente de sus companeros en
la forma como ven, comprenden y aprenden mateméaticas» ([47, p. 515]).

» Borovik y Gardiner [7] no definen explicitamente la ACM, pero la caracteri-
zan mediante diversos rasgos matematicos de los estudiantes, que no solo son
innatos, sino que pueden desarrollarse y florecer en un entorno de aprendizaje
favorable para ello.

Como vemos, hay elementos comunes en las definiciones, la habilidad matematica
por encima de la media y la produccién de formas de pensar y resolver problemas
diferentes de las habituales. No deben pasar desapercibidas las matizaciones de [38]
«respecto al grupo de referencia» y «respecto a su historial educativoy», que indican
que la ACM es algo relativo. En un contexto (p. €j., un grupo de clase ordinario), un
estudiante puede destacar claramente respecto de sus compaieros, mientras que en
otro contexto (p. €j., un grupo del Proyecto Estalmat —descrito en la seccién 6—
o una olimpiada) ese mismo estudiante puede no destacar o, incluso, resultar re-
lativamente rezagado respecto de sus companeros de ese momento. Andlogamente,
la forma como un estudiante ha resuelto un problema puede ser o no una sefial
de ACM, dependiendo de sus conocimientos previos, si antes habia o no estudiado
determinados contenidos matematicos o resuelto problemas similares.

V. Krutetskii fue un psicologo ruso que, en los anos 1950, desarrollé una impre-
sionante investigacién sobre las personas con ACM. Los resultados de sus estudios
se publicaron en ruso en 1968 y en inglés en 1976 [36]. Este investigador afirma que
las habilidades matemaéticas existen de forma dindmica, que se forman y desarro-
llan mediante la actividad, lo cual precisa que ciertos factores externos y afectivos
sean favorables y, ademas, que el propio estudiante desee esforzarse y trabajar. Ac-
tualmente estd asumido que la ACM es dindmica; por ejemplo, en [7] se alude a la
necesidad de un entorno educativo adecuado para que las aptitudes naturales de un
estudiante se desarrollen. Se trata de una visién dindmica y compleja de la ACM que
asume que, por una parte, son necesarias ciertas caracteristicas biolégicas innatas
de los estudiantes (alto potencial matematico) y, por otra, es necesario proporcionar
a los que poseen ese alto potencial las oportunidades educativas adecuadas para que
lo desarrollen [37]. Ademas, resultado de esta combinacién de caracteristicas bio-
logicas y educativas, dentro del conjunto de estudiantes con ACM hay diferencias
notables entre las capacidades matemaéticas que unos y otros estudiantes muestran
en un momento dado, como pueden comprobar los profesores que imparten talleres
de matemadticas a grupos especificos de estudiantes con ACM. La diferencia entre
dos estudiantes puede deberse a que tienen potenciales diferentes, pero también a
que, con el mismo potencial, hayan tenido distinta dedicacién y formacion.

El sistema educativo debe ocuparse de detectar a los estudiantes con ese poten-
cial matematico para procurar que lo desarrollen y alcancen el méximo rendimiento
matematico posible. Por ello, podemos observar que el mayor esfuerzo de la investi-
gacién en didéctica de las mateméticas sobre la ACM se centra en estos dos aspectos,
con objetivos concretos de investigacién dirigidos a proporcionar a los actores invo-
lucrados (autoridades educativas, profesores, padres y estudiantes) informacién y
productos que les permitan entender cémo piensan matematicamente y qué sen-
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timientos hacia las matemaéticas tienen los estudiantes con ACM de los diferentes
niveles educativos, identificar con eficacia y fiabilidad a los estudiantes que puedan
llegar a tener ACM, y disponer de materiales y metodologias de ensenanza adecuados
a las necesidades y formas de aprendizaje de estos estudiantes.

Un obstéaculo con el que nos encontramos es la variedad de tépicos sobre los
estudiantes con ACM en la sociedad en general y en el mundo educativo en parti-
cular. Algunos muy extendidos se refieren a que estos estudiantes son muy buenos
realizando célculos aritméticos, que sus calificaciones en matematicas son siempre
las mejores, que aprenden las matematicas sin ayuda, o que socialmente son algo
raros y se aislan de sus companeros. Sin embargo, la realidad muestra que se trata
de un colectivo de estudiantes que no se diferencia del global de la misma edad, con
estudiantes buenos y malos calculadores, con calificaciones mejores y peores, etc., y
necesitando, como los demaés, la ayuda de sus profesores para aprender matematicas.

4. CARACTERISTICAS DE LA ALTA CAPACIDAD MATEMATICA

Continuamos este recorrido tratando aspectos concretos de la investigacién sobre
la ACM. El principal es la identificacién de caracteristicas diferenciadoras de los
estudiantes con ACM. Es necesario saber qué buscar en un estudiante para poder
discriminar si tiene o no ACM. Iniciamos este recorrido con la obra de Krutetskii.

4.1. LA INVESTIGACION DE KRUTETSKII SOBRE LA ACM

Los estudios de Krutetskii son la base sobre la que empezaron a trabajar los
primeros didactas interesados por la ACM vy, a pesar del tiempo transcurrido, [36]
sigue siendo un referente obligado para quienes, desde la didactica de las matema-
ticas, nos dedicamos a ahondar en las caracteristicas de los estudiantes con ACM.
Su investigacién se basé en 12 afios de experimentos centrados principalmente en
la resolucién por una muestra de 192 estudiantes de primaria y secundaria (6 a 17
afios) de conjuntos de problemas cuidadosamente creados y seleccionados, la mayo-
ria de aritmética, dlgebra y geometria, con dificultades baja, media y alta. A una
parte de los estudiantes se les realiz6 un seguimiento, observandolos durante varios
anos. A los demads estudiantes, se les observé una vez. Esto le permitié comparar las
respuestas de estudiantes de distintos cursos que habian resuelto los problemas al
mismo tiempo y comparar las respuestas dadas por los mismos estudiantes cuando
estaban en diferentes cursos. Entre los principales resultados de las investigaciones
de Krutetskii, estd un conjunto de caracteristicas de los estudiantes con ACM
([36, pp. 350-351]):

= Habilidad para la percepcion formalizada del material matemaético, para com-
prender la estructura formal de un problema.

= Habilidad de pensamiento légico en el terreno de las relaciones cuantitativas
y espaciales, simbolos numéricos y literales; habilidad para pensar en simbolos
matematicos.
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= Habilidad para la generalizaciéon rapida y amplia de relaciones, operaciones y
objetos matematicos.

= Habilidad para abreviar el proceso de razonamiento matematico y el sistema de
operaciones correspondientes; habilidad para pensar en estructuras abreviadas.

= Flexibilidad de los procesos mentales durante la actividad matematica.
= Buscar la claridad, simplicidad, economia y racionalidad de las resoluciones.

= Habilidad para la reconstruccion rapida y libre de la direcciéon de un proceso
mental, cambiando de un pensamiento directo a uno inverso (reversibilidad del
proceso mental durante el razonamiento matematico).

» Memoria matemética (memoria generalizada para relaciones matemaéticas, ca-
racteristicas tipicas, esquemas de argumentos y demostraciones, métodos de
resolucién de problemas y principios de enfoque).

= Mentalidad matemaética.

Algunas de dichas caracteristicas evolucionan con la edad y la formacién, siendo
un signo de ACM en estudiantes con cierta edad y formacién matematica pero no en
otros estudiantes mayores y de cursos superiores. Por ejemplo, expresarse de manera
formalizada al hacer matematicas es un signo de ACM en estudiantes de Primaria,
pero no lo es en estudiantes de 2.° curso de Bachillerato. Por el contrario, otras ca-
racteristicas son aplicables a estudiantes de cualquier edad y formacién matematica,
como la habilidad para cambiar la direccién de procesos mentales.

Otro resultado fundamental de [36] es su caracterizacion de tres tipos de pen-
samiento matematico usados para procesar la informacién matematica:

= Pensamiento analitico: se caracteriza por un obvio predominio de un com-
ponente légico-verbal muy bien desarrollado frente a un componente pictérico-
visual débil. Estos estudiantes operan facilmente con esquemas abstractos; no
necesitan apoyo visual para visualizar objetos o patrones durante la resolu-
cién de problemas, ni siquiera cuando las relaciones matematicas dadas en el
problema «sugieren» conceptos visuales (p. 317).

= Pensamiento geométrico: se caracteriza por un componente pictérico-visual
muy bien desarrollado, y podemos provisionalmente hablar de su predominio
sobre un componente logico-verbal bien desarrollado. Estos estudiantes sienten
la necesidad de interpretar visualmente una expresion o relacién matematica
abstracta y demuestran gran ingenio para ello: en este sentido, relativamente
hablando, para ellos lo figural reemplaza con frecuencia a lo 16gico. Pero, si
no logran crear soportes visuales, visualizar objetos o diagramas para resolver
problemas, tienen dificultades para operar con esquemas abstractos. Insisten en
tratar de operar con esquemas, imagenes y conceptos visuales incluso cuando
es posible resolver facilmente el problema razonando y el uso de elementos
visuales es superfluo o dificil (p. 321).

= Pensamiento armodnico: se caracteriza por un relativo equilibrio entre los
componentes légico-verbal y pictérico-visual bien desarrollados, con el primer
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componente en posicion dominante. Los estudiantes son bastante ingeniosos en
su interpretacion visual de relaciones abstractas, pero sus imagenes y esquemas
visuales estan subordinados al andlisis 16gico-verbal. Tienen éxito implemen-
tando tanto aproximaciones analiticas como pictérico-geométricas al resolver
muchos problemas (p. 326). Una cantidad significativa de estudiantes con ACM
(23 de 34 estudiantes) de los experimentos de [36] eran de tipo arménico.

Estos tipos de pensamiento no solo permiten entender la forma de pensar de los
estudiantes con ACM, sino la de todos los estudiantes, pues cualquier estudiante
de matemdaticas muestra signos de su preferencia por algin tipo de pensamiento.
Los profesores de matematicas tienen su propio tipo de razonamiento preferido, que
proyectan inconscientemente al impartir clase. Los estudiantes comprenden mejor las
matematicas cuando se les explican usando su tipo de pensamiento preferido. Lo mas
probable es que, en cualquier grupo medianamente numeroso de estudiantes, haya
estudiantes analiticos y geométricos; por ello, es necesario que los profesores, sea cual
sea su tipo de pensamiento preferido, combinen los estilos analitico y geométrico.

Los estudios de [1] y [2] son un ejemplo de uso de los pensamientos analitico y geo-
métrico por estudiantes de Primaria al resolver problemas. Han usado problemas
de patrones geométricos para crear unidades de ensenanza de dlgebra temprana
[6] para 4.° a 6.° de Primaria, algunos con ACM. Este tipo de problemas presentan
una representaciéon grafica de los primeros términos de una progresién aritmética y
piden a los estudiantes calcular los valores de varios términos concretos y expresar
una relacién general que permita calcular el valor de cualquier término. La figura 3
muestra las primeras preguntas de un problema de patrones geométricos.

En una clase quieren hacer un jardin juntando macetas de flores. Mira como crece el jardin cada dia.

?
ol 83& 99
Dia 1 Dia 2 Dia 3

a) ;Cuantas macetas tendra el jardin el dia 5? ;Como lo sabes?

b) /Cuantas macetas tendra el jardin el dia 28? ;Como lo sabes?

¢) Explicale a un nifio que vive en otra ciudad como puede adivinar la cantidad de macetas que habra en el jardin
un dia cualquiera.

Figura 3: Problema de patrones geométricos.

Un estudiante con pensamiento analitico podria contar la cantidad de macetas
que hay cada dia mostrado (3, 5 y 7) y darse cuenta de que en el jardin hay 2
macetas mas cada dia y responder contando de 2 en 2 hasta llegar al dia pedido
o multiplicando el valor del dia por 2 y sumando 1 (figura 4a). Un estudiante con
pensamiento geométrico puede notar que el jardin tiene macetas blancas (tantas
como el dia) y negras (una mads), para responder sumando el valor del dia y el
(valor del dia + 1) o multiplicando el valor del dia por 2 y sumando 1 (figura 4b).
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Un estudiante con pensamiento arménico podria usar una estrategia (aritmética o
geométrica) para responder unas preguntas y la otra estrategia para responder otras
preguntas, para adaptarse al cambio de complejidad (figura 4c, el estudiante usa
pensamiento analitico en la pregunta a y pensamiento geométrico en la b).

¢) Explica a un amigo de otra ciudad coémo puede adivinar la cantidad de macetas
que tendra el jardin un dia cualquiera.

a < * de ne's { SIS
) MU\\\P\{QUQ ?.\ '*-\’)-‘m‘)nQ t“.l,‘“l b > <o » VI C ‘
Multiplico el nimero por 2 y después le sumo 1.
¢) Explica a un amigo de otra ciudad como puede adivinar la cantidad de macetas
que tendra el jardin un dia cualquiera.
o i ] !
ILL{“, MuSX N, Codn Aton & "(lL O Moegto. e un m"'{,(' PO par J’,;.kp.—‘\"‘]\
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v, d“ ~\‘*‘U & \M\\,\ U0os WMo, \)&m\kg,/ \S St en \(r‘\(‘f \t‘ <‘\(\‘_J LA

54 e g (N1Y" _3‘

Breas hdora, &) numero & dion QR €5, ¢ Slempre helotd. oo e
‘ < « A Ao apates

a) Cudntas macetas tendra el jardin dia 57 (Cémo lo sabes?

T dote 1 Ees :U‘; j« PI(’"s Qi\q"é (i\‘i&\ .J ey aMm ;J‘»Aﬂht
vm LR ] b

,1 t 03 &r Tendra 11 macetas porque cada dia se van sumando 2 macetas
(-4 ) .

c) b) Cuantas macetas tendra el jardin dia 28? ;Como lo sabes? !
Timdne 57 Eesksde Pbns penqve m\up\fqoq W \Wﬂ} G S0me

1. Tendrd 57 macetas porque multiplico 28 por 2'y le sumo 1.

Figura 4: Respuestas al problema del jardin: a) analitica, b) geométrica y ¢) arménica.

En [22], mostramos otros ejemplos de respuestas de tipos analitico y geométrico,
en el contexto de una ensefianza experimental de geometria 3D en 6.° de Primaria.

4.2. OTRAS INVESTIGACIONES SOBRE LAS CARACTERISTICAS DE LA ACM

El listado de caracteristicas de los estudiantes con ACM de [36] es aceptado por
los didactas actuales y algunos de ellos han investigado para identificar otras carac-
teristicas de estos estudiantes. En particular, es importante completar las caracte-
risticas generales propuestas por Krutetskii con otras especificas de diferentes dreas
de las mateméticas. Asi, [27] identifica algunas caracteristicas de los estudiantes con
ACM relacionadas con la resoluciéon de problemas:

= Formulaciéon espontianea de problemas. Ante una situacién matematica
nueva, el estudiante puede plantear preguntas acerca de aspectos de la situacion
y buscar él mismo las respuestas.

= Flexibilidad en el manejo de datos. Estos estudiantes tienden a realizar
una variedad de enfoques y estrategias para resolver problemas o a modificar
la forma de resolverlos para hacerlo de otra manera mas rapida o interesante.
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= Habilidad para la organizacién de datos. Para resolver problemas que
incluyen conjuntos de datos (por ejemplo, de funciones o estadistica), los estu-
diantes con ACM tienden a organizar los datos en listas, tablas o cualquier otra
estructura que les ayude a analizarlos e identificar regularidades o relaciones.

= Originalidad de interpretacién. Los estudiantes pueden evitar los caminos
trillados y evidentes y visualizar perspectivas diferentes.

= Habilidad para la transferencia de ideas. Son capaces de utilizar cono-
cimientos adquiridos en un contexto matematico para resolver problemas o
responder a preguntas en otro contexto diferente novedoso para ellos.

Heinze [32] realiz6 experimentos con estudiantes alemanes de 2.° a 4.° grados (6 a
10 afios) con ACM y ordinarios, confirmando que los estudiantes con ACM fueron
mucho mas rapidos resolviendo los problemas, hicieron anélisis l6gicos de los datos
y fueron mucho maés sisteméticos al resolver problemas de combinatoria. Ademas,
observaron dos caracteristicas diferenciadoras de los estudiantes con ACM:

= Alta habilidad para verbalizar y explicar sus soluciones.
= Habilidad para comprender la estructura matematica de un problema.

En [34] presentamos una lista de caracteristicas de los estudiantes con ACM
recogidas de diversos autores, que se estan usando como criterios de identificacion, y
ejemplos de experimentos. Algunas caracteristicas son especificas de las matemaéticas,
mientras que otras son validas para la alta capacidad en cualquier area.

4.2.1. INVESTIGACIONES SOBRE ACM Y VISUALIZACION

Krutetskii, después de presentar las que considera caracteristicas de la ACM,
mencionadas arriba, alude a otros componentes del razonamiento matematico que
«no son obligatorios en la estructura de la alta capacidad matemaéatica», entre los
que incluye «una habilidad para los conceptos espaciales» y «una habilidad para
visualizar relaciones y dependencias matematicas abstractas» ([36, p. 351]). Esto
parece contradecir su propuesta del tipo de pensamiento geométrico y sus datos que
muestran que estudiantes con ACM lo empleaban al resolver problemas, lo cual ha
inducido a investigadores mas recientes a abordar esta cuestién, que han mostrado
que el uso de visualizacion en la resolucion de problemas de matemaéticas puede
proporcionar también caracteristicas diferenciadoras de los estudiantes con ACM.

Presmeg [48] estudia los motivos por los que, en una muestra de estudiantes con
ACM de grado 12 (2.° de Bachillerato), menos del 20 % usaban el pensamiento geo-
métrico, e identifica factores externos e internos que pueden explicar este resultado.
Entre los externos, destaca la naturaleza formal de las matematicas estudiadas en
ese nivel educativo, que potencia el uso del pensamiento analitico e inhibe el uso
del geométrico. Entre los internos, identifica la preferencia de bastantes estudiantes
por los métodos de trabajo no visuales debido a la necesidad de usar estos métodos
para tener buenos resultados académicos, si bien la mayoria de ellos usaban méto-
dos visuales, mediante ciertos tipos de imégenes mentales [49]. Esto lleva a Presmeg
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a concluir que los estudiantes de este nivel educativo que prefieren el pensamiento
puramente geométrico tienen més dificultades en clase que los armonicos y analiticos.

En Primaria y ESO la situacién es completamente diferente, pues todavia no
estéd presente el desarrollo formal de las matematicas. Por ello, es conveniente dis-
poner de experiencias que muestren caracteristicas de ACM relacionadas con la
visualizacién en contextos escolares especificos numérico-aritméticos, geométricos,
(pre-)algebraicos, funcionales, aleatorios, etc. Asi, [18] reflexionan sobre las caracte-
risticas de los estudiantes con ACM vy, después de recordar las diferencias que hay
en el contexto escolar entre estudiantes analiticos y geométricos (visualizadores),
plantean la necesidad de observar a los estudiantes trabajando en una diversidad de
contextos, para que unos y otros puedan poner en juego sus habilidades. Centra-
do en la ESO, [51] analiza las habilidades de visualizacién que utiliza un grupo de
estudiantes con ACM al resolver una secuencia de actividades de enriquecimiento
curricular centradas en la visualizacion. Comprueba que dichos estudiantes utilizan
la mayorfa de las habilidades de visualizacién presentadas en [29], lo cual confirma
el interés de plantear actividades que requieran visualizacién en la formacién de los
estudiantes de ACM. En el inicio de Primaria, [24] realiza experimentos con nifios
de 4-5 anos basados en resolucién de problemas aritméticos con software educativo
y observa estrategias de conteo y visuales. En conclusién, planteando problemas de
tipos diversos, al alcance de todos sus alumnos, los profesores podran observar una
diversidad de estrategias de resolucién e identificar a los nifios que usan estrategias
avanzadas o eficaces, los cuales posiblemente tengan ACM.

El estudio de [20] confirma esta propuesta. Se basa en la implementacién en un
aula ordinaria de 6.° de Primaria de una secuencia de problemas para la ensenanza
de propiedades de poliedros y el desarrollo de habilidades de visualizaciéon. Los pro-
blemas versan sobre desarrollos planos, rotaciones y secciones de cubos (la figura 5
muestra un problema). Un objetivo era identificar a estudiantes que mostraran ACM
en el uso de visualizacién al resolver los problemas. Los resultados indican que los
problemas planteados sirven para discriminar la ACM en ese contexto y que, por
tanto, es posible incluir la visualizacién entre los contextos matemaéticos en los que
los estudiantes con ACM pueden mostrar comportamientos diferenciados, como el
uso de las habilidades de visualizacién de formas sofisticadas.

A continuacion puedes ver tres desarrollos del mismo cubo, pero se les han borrado algunas figuras.
Debes poner en las caras de cada desarrollo todas las figuras que faltan en el sitio correspondiente.
Fijate en la posicion de las figuras.

Figura 5: Problema de desarrollos de cubos.
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Como parte de una investigacién sobre identificacién de estudiantes de Primaria
con ACM, en [44] se analizan las habilidades de visualizacién que ponen en juego
estudiantes de 2.° y 6.° de Primaria en las tres tultimas fases de la olimpiada ma-
temdatica nacional de Costa Rica; la figura 6 muestra el problema de visualizacion
planteado en la ultima fase en cada grado. Los estudiantes con peores resultados en
la olimpiada emplearon pocas o ninguna habilidades, y no supieron utilizarla bien,
y los estudiantes con mejores resultados si emplearon las habilidades y lo hicieron
eficazmente. Estos resultados serviran de base para crear grupos de problemas ade-
cuados para que todos los estudiantes mejoren sus habilidades de visualizacién y
que, ademads, los estudiantes con ACM desarrollen al méximo su potencial de visua-
lizacion.

a) (Cuantos cubos hay que afiadir a la b) El cubo grande que ve tiene varias filas de
estructura que ve para que tenga 72 cubos? cubitos vacias. ;Cuantos cubitos hacen falta
para rellenar los huecos del cubo grande?

<>

Figura 6: Problemas de visualizacién de la dltima fase de la olimpiada de a) 2.° y

b) 6.° grados.

4.3. LA ACM Y LA CREATIVIDAD MATEMATICA

Aunque la investigacién moderna de la creatividad se inicié a mediados del siglo
XX, sigue habiendo poco consenso sobre como definir la creatividad y cudles son sus
caracteristicas centrales; por ejemplo, en [61] se informa de recopilaciones recien-
tes de méas de 100 definiciones de creatividad. En el contexto de las matemaéticas,
tampoco existe consenso sobre como definir, identificar o evaluar la creatividad ma-
temdtica [40]. Actualmente hay una opinién generalizada de que la creatividad es
parte inherente de la actividad matematica [40], y muchos estudios afirman que la
creatividad es un subcomponente de la ACM [37], como muestra la recopilacién de
[35] de investigaciones que relacionan la creatividad matemética y la ACM.

La caracterizacién de creatividad matemaética que actualmente es mas utilizada
y operativa se basa en una definiciéon de creatividad general de Torrance, y se cen-
tra en actividades de resolucién y de formulacién de problemas. Considera que la
creatividad matematica estd formada por tres componentes [39]:

s Fluidez: hace referencia a la continuidad en la produccién de ideas, al flujo
de asociaciones y al uso de conocimiento adecuado. En la practica, cuando se
usa la resoluciéon de problemas para evaluar la creatividad, la fluidez se mide
habitualmente por la cantidad de soluciones validas de un problema que un
estudiante puede dar.
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= Flexibilidad: se muestra al producir diversas ideas pertinentes, cambiar el en-
foque en la resolucién de un problema o encontrar diferentes resoluciones. En
términos operativos, los investigadores fijan criterios para considerar dos reso-
luciones de un problema como diferentes y cuentan la cantidad de soluciones
diferentes producidas por los estudiantes.

= Originalidad: corresponde a la utilizaciéon por un estudiante de relaciones
entre contenidos matematicos, procedimientos de resolucion, etc., diferentes
de los usuales en los estudiantes de su curso. Para evaluar la originalidad de
los estudiantes, generalmente se tienen en cuenta las diferentes resoluciones
correctas producidas por los estudiantes observados y se identifican las me-
nos frecuentes y que se alejan de las resoluciones estdndar esperables en ese
contexto escolar.

Una manera de mostrar flexibilidad es modificando, durante la resolucién de
un problema, el camino de resoluciéon. Esto se puede ver en las experimentaciones
de [10], quienes analizan la flexibilidad de estudiantes de Secundaria plantedndoles
varios problemas, uno de ellos basado en un patrén geométrico de una progresion
aritmética. Los autores identifican un tipo de resoluciones en el que los estudiantes
pasan del procedimiento recursivo a uno funcional. Este cambio de estrategia permite
a los estudiantes resolver correctamente el problema.

En relacion con la flexibilidad, es necesario tener en cuenta que, en ocasiones,
los estudiantes con ACM son capaces de identificar desde el primer momento, con
frecuencia antes de lo esperado por el investigador o el profesor, una estrategia
de resolucién correcta y eficaz, por lo que no necesitan modificarla, como puede
observarse en [1]. Por tanto, que un estudiante con ACM no muestre flexibilidad al
resolver un problema no significa que no la tenga desarrollada.

Para evaluar la originalidad, en [39] utilizan la idea de problemas con miulti-
ples resoluciones, que son problemas abiertos que pueden ser resueltos de diversas
maneras; [37] y [39] muestran ejemplos de resoluciones de problemas de este tipo. En
estos problemas es posible valorar las tres caracteristicas mencionadas anteriormente
para la creatividad, pero principalmente la originalidad.

En [34] analizamos la respuesta de un estudiante con ACM que, para dibujar un
poligono regular de 20 lados, usa el dngulo exterior (figura 7) en vez de, como es
usual, el angulo central.

Esta metodologia ha sido usada por [56] para analizar la relacion entre creatividad
y ACM. Para ello, seleccionaron 6 estudiantes del Proyecto Estalmat y 5 estudiantes
del méster de formacion del profesorado de Secundaria con grados en matematicas
o fisica. Les plantearon varios problemas con multiples resoluciones con la consigna
de que debian resolverlos por tantos caminos distintos como se les ocurriera. Los
resultados muestran que 4 estudiantes de Estalmat fueron los que mostraron mayor
creatividad, a bastante distancia de los estudiantes del master.

Por su parte, [9] propone diversos tipos de actividades de resolucién y plantea-
miento de problemas que pueden realizar los estudiantes para fomentar el desarrollo
de cada componente de la creatividad: resolver problemas con varias interpretacio-
nes, estrategias de resolucién o soluciones, y formular varios problemas a partir del
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Figura 7: Dibujo de un poligono regular usando el angulo exterior.

mismo contexto fomenta la fluidez; resolver un problema de varias formas y formu-
lar problemas que tengan varias formas de resolucién o formular problemas haciendo
variaciones en los datos iniciales fomenta la flexibilidad; hacer que los estudiantes
vean diferentes resoluciones o soluciones de un problema y después generen una dife-
rente y que vean diferentes formulaciones de problemas, acordes a ciertos requisitos,
y posteriormente formulen otros enunciados diferentes fomenta la originalidad.

5. IDENTIFICACION DE ESTUDIANTES CON ALTA CAPACIDAD MATE-
MATICA

Al hablar de identificaciéon de la ACM, es normal observar en primer lugar cémo
se desenvuelven los estudiantes en las clases de matematicas de su centro escolar y
prestar atencién a los estudiantes con alto rendimiento académico (con buenas
notas en matemadticas). Sin embargo, no todos los estudiantes con alto rendimiento
académico tienen ACM; el motivo es que la ACM tiene que ver con el éxito en la
resolucién de problemas, mientras que el alto rendimiento académico tiene que ver
con el éxito en los exdmenes [38]. El sistema educativo espailol favorece la evaluacion
en matematicas mediante la resolucion de ejercicios rutinarios, cdlculos algoritmicos,
memorizacién de definiciones y propiedades, etc. Esta metodologia lleva a que estu-
diantes aplicados y con buena memoria pueden obtener las mejores notas, aunque
sepan los contenidos con poca profundidad y no sean capaces de resolver problemas
no rutinarios, es decir, estudiantes que no tienen ACM. Por otra parte, no todos los
estudiantes con ACM tienen alto rendimiento académico; por ejemplo, hay estudian-
tes con ACM cuyo interés o motivaciéon por destacar en sus clases es escaso, lo que
les lleva a tratar de no obtener notas muy buenas.

En la investigacién de [20] que hemos descrito antes, su autora comparé las ca-
lificaciones en matemaéticas de diez estudiantes con sus resultados en la unidad de
enseflanza experimental. Sus resultados (figura 8) muestran muy alta correlacién



LA GACETA x SECCIONES 611

entre el rendimiento académico y el éxito en la resolucién de los problemas expe-
rimentales de los mejores estudiantes del grupo (Al, A2, A9 y A10), pero en los
demas estudiantes se obtiene menor correlacion, siendo en casi todos los casos ma-
yor el rendimiento académico que el éxito en la unidad de ensenanza experimental.
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Figura 8: Comparacién entre rendimiento académico y ACM en visualizacién ([20]).

Otra relaciéon importante que hay que analizar es entre superdotacion y ACM. El
sistema educativo espaiiol, igual que los de otros paises, utiliza el cociente intelec-
tual (CI, o IQ en inglés) como herramienta para el reconocimiento de los estudiantes
superdotados. Se considera que un estudiante es superdotado cuando su CI es igual
o superior a 130. Los test estandarizados de CI estan formados por varias partes, que
evaliian diferentes componentes de razonamiento (verbal, numérico, espacial, 16gico,
memoria), pero solo algunos de estos tienen que ver con el razonamiento matematico.
Por ello, un estudiante puede obtener més de 130 puntos (superdotado) con la parte
matematica baja (sin ACM) o no alcanzar 130 puntos (no superdotado) aunque la
parte matemadtica sea alta (con ACM).

Con frecuencia, se usan test psicométricos para identificar a estudiantes con
ACM. Estos test suelen estar formados por items de eleccién multiple, lo cual hace
que sean poco validos para evaluar por si solos la capacidad matematica. Un defecto
que tienen es que no pueden evaluar la creatividad, pues la creatividad se muestra
cuando los estudiantes tienen la oportunidad de descubrir elementos matematicos
o relaciones entre ellos, pero los items de los test psicométricos no dan lugar a su
uso [41, 37]. Otro defecto es que estos items no permiten identificar cudl de los di-
versos procesos de razonamiento matematico y resolucion posibles ha seguido cada
estudiante. No obstante, en ocasiones los didactas de las matematicas usan en sus
investigaciones uno de estos test, o un fragmento del test, en combinacién con otras
herramientas mateméticas adecuadas. En [16] se concluye que basar la identificacién
de estudiantes con ACM exclusivamente en test psicométricos de inteligencia lleva
a dejar sin identificar a estudiantes con ACM.
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Varias investigaciones han comparado los resultados de identificacién de estudian-
tes con ACM mediante test psicométricos y resolucién de problemas seleccionados,
concluyendo todas ellas que la resoluciéon de problemas proporciona resultados mas
fiables que los test, pues estos producen mas cantidad de falsos positivos y falsos ne-
gativos. Asi, en [11] comparan los resultados obtenidos por nifos de 12-13 afos en
el test de inteligencia de Raven y en una bateria de problemas aritméticos multipli-
cativos creada por ellos. También en [45], trabajando con estudiantes de 9 a 12 afios,
emplean el PAT (Progressive Achivement Test in Mathematics, test estandarizado
usado en Nueva Zelanda), la nominacién de sus profesores y padres, y una baterfa de
problemas de matemadticas. En [16] comparan la eficacia para identificar estudiantes
de 6.° de Primaria con ACM de una bateria de problemas usados en Estalmat y
los subtest directamente relacionados con matematicas del test de inteligencia PMA
de Thurstone. Por su parte, en [52] se administra a estudiantes de Estalmat varios
test psicoldgicos y una bateria de problemas de geometria. Por tanto, para averiguar
si un estudiante tiene ACM hay que ver cémo hace mateméticas, es decir, cémo
resuelve problemas de matemaéticas.

Otras investigaciones han comparado las resoluciones de problemas realizadas
por estudiantes ordinarios y con ACM, con el objetivo de identificar rasgos caracte-
risticos de ACM. Estos estudios concluyen que los estudiantes con ACM tienen mas
éxito resolviendo problemas complejos y que sus estrategias de resolucién pueden
ser mas elaboradas. Pero tener buenas heuristicas de resolucién de problemas no es
suficiente para explicar las diferencias entre unos estudiantes y otros. Hay otros com-
ponentes, a los que estan prestando atencién los investigadores en didactica de las
mateméticas [38]. Entre estos se encuentran las formas de entender las mateméticas
o de establecer relaciones entre contenidos mateméticos aparentemente alejados, el
uso de la intuicién (Jaime y Gutiérrez [34] muestran un ejemplo), la perspicacia (in-
sight), las ideas repentinas (el jaja!l), el interés por los retos matematicos, la actitud
y otros. Por ejemplo, Leikin [37] afirma que el éxito en la resolucién de problemas
basada en la perspicacia puede usarse como indicador de ACM.

No es razonable, ni fiable, afirmar que un estudiante tiene ACM porque ha re-
suelto con éxito problemas de un tipo concreto (p. ej., problemas basados en la
combinatoria) o centrados en una determinada drea de las mateméticas escolares.
Es necesario valorar la forma de resolver diversos tipos de problemas y problemas
de todas las areas de las matematicas accesibles para el estudiante, teniendo en
cuenta su edad y su formaciéon matemaética previa. Por ello, se estan realizando in-
vestigaciones dirigidas a describir y analizar las actuaciones de los estudiantes de
diferentes edades o niveles educativos cuando resuelven problemas de distintos tipos
y contenidos, con el objetivo de identificar formas de actuacién que puedan consi-
derarse propias de los estudiantes con ACM, o claramente més frecuentes en estos
estudiantes que en los de capacidad matematica media.

En esta linea de investigacién, ademdas de numerosas publicaciones internaciona-
les, en Espafa hay estudios centrados en una diversidad de contextos matematicos y
niveles educativos que tienen en comun su objetivo de caracterizar el razonamiento
de estudiantes con ACM cuando resuelven determinados problemas: dlgebra tem-
prana, en contextos de problemas de patrones geométricos en 4.°-6.° de Primaria
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[1, 2, 30] y de pensamiento funcional en 6.° de Primaria [14]; resolucién de problemas
aritméticos de estructura multiplicativa en 6.° de Primaria y 2.° de ESO [3, 11, 12];
geometria plana [28]; geometria espacial en Primaria y ESO [20, 22, 21, 60]; probabi-
lidades [57]; pensamiento computacional en 1.° y 2.° de Primaria [15]; visualizacién
[51, 31]; combinatoria [43].

En el contexto general del uso de la resolucién de problemas de matemaéticas
para identificar a estudiantes con ACM, se diferencian dos lineas de investigacién:
sobre la resolucién de problemas (problem solving) por los estudiantes y sobre la
formulacién de problemas (problem posing) por los estudiantes. En las paginas
anteriores hemos descrito y mencionado numerosas publicaciones centradas en la re-
solucién de problemas. La actividad de formulacién de problemas consiste en pedir
a los estudiantes que propongan problemas de matematicas que cumplan determina-
dos requisitos. Un cldsico recomendable en este tema es [8], publicado por primera
vez en 1983. Se puede proponer la formulaciéon de problemas de varias formas:

= Resolver un problema y formular otros relacionados.
= Resolver un problema y formular otros con los mismos datos.

= Formular varios problemas a partir de un contexto y, en ocasiones, resolverlos
el propio estudiante o los companeros.

Diversos investigadores (por ejemplo, [19]) han observado que los estudiantes
con nivel matematico alto formulan problemas con mayor dificultad de calculo, con
sistemas numéricos o figuras de mas complejidad, mayor planificacién y mas opera-
ciones que los estudiantes de menor nivel matematico. Al observar a estudiantes de
16-17 afos, en [23] se concluye que los estudiantes con ACM formulan problemas
de mayor riqueza, utilizan diversos tipos de niimeros, requieren varios pasos para su
resolucién, son de demanda cognitiva alta, muestran un nivel metacognitivo mayor,
mayor fluidez de ideas y relacién entre los hechos.

6. ACCIONES PARA EL DESARROLLO DE LA ALTA CAPACIDAD MA-
TEMATICA

En esta seccion vamos a comentar acciones dirigidas a atender las necesidades de
formacién matematica de los estudiantes con ACM. Estas acciones se pueden dividir
en dos grandes bloques: curriculares (que forman parte de la actividad reglada de
los centros de ensefianza) y extracurriculares (las demds). No hemos dividido esta
seccién en dos apartados porque la mayor parte de las ideas que presentamos son
validas para su uso en ambos contextos.

Independientemente del contexto educativo en el que se sitie cada estudiante
con ACM, todos ellos necesitan recibir una ensenanza adaptada a sus caracteristicas
personales (lo que nuestro sistema educativo llama adaptacién curricular). Como
hemos visto en las paginas anteriores, hay notables diferencias entre unos y otros
estudiantes con ACM, por lo que no se puede pretender elaborar materiales educa-
tivos concretos vélidos para todos los estudiantes con ACM de un mismo curso. De
hecho, en [18] indican que la seleccién e implementacién de contenidos escolares para
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estudiantes con ACM debe hacerse basandose en la capacidad de los estudiantes con-
cretos y no en las prescripciones del curriculo, que se centran en la edad cronolégica
de los estudiantes y los contenidos de cursos anteriores.

La investigacién en didactica de las matematicas estd en condiciones de ofrecer a
los profesores, por una parte, informacion sobre las caracteristicas cognitivas, afec-
tivas, actitudinales, etc., de los estudiantes con ACM, para que sean conscientes de
las particularidades de sus alumnos con ACM y puedan conectar con ellos. Por otra
parte, puede ofrecerles también propuestas metodoldgicas dirigidas a desarrollar el
potencial matemético de los estudiantes con ACM y también puede ofrecerles mate-
riales de trabajo, generalmente centrados en la resolucién de problemas, para llevar
a sus clases, posiblemente con algunas adaptaciones. La adecuada formacion inicial
y permanente del profesorado es clave.

Algo comtn a todos los estudiantes con ACM es su interés por tareas que les
resulten retadoras y su desinterés ante ejercicios que les resulten faciles de resolver
y/o rutinarios. Por tanto, los profesores deben proponerles actividades, investigacio-
nes, problemas, etc., que sean interesantes para ellos y que les exijan un alto nivel
de esfuerzo cognitivo [24, 38].

La investigaciéon didédctica confirma una y otra vez la necesidad de tener pre-
sentes algunas ideas centrales para la formacién de los estudiantes con ACM. Una
de ellas es que dichos estudiantes si necesitan atencién de sus profesores; estos estu-
diantes comprenden rapidamente los contenidos curriculares trabajados en sus clases
y resuelven con facilidad las tareas ordinarias, pero, para desarrollar su potencial
matematico, requieren orientacién, propuestas de temas de estudio, ayuda con los
nuevos contenidos que no entienden o los problemas que no saben resolver. [12] y [53]
informan sobre los resultados de sendas investigaciones en las que identificaron los
errores cometidos por estudiantes con ACM en problemas aritméticos y geométricos,
respectivamente.

Otra idea central es que la ensefianza a los estudiantes con ACM debe basarse
en la resolucién de problemas (en el sentido clasico de Polya y Schoenfeld) que
supongan verdaderos retos para ellos [18, 24, 13], pero diferenciando si los problemas
tienen como objetivo la identificacién de la ACM o el aprendizaje de contenidos
matematicos. En lo que se refiere al aprendizaje, estos autores hacen propuestas sobre
cémo modificar problemas ordinarios haciéndolos mas complejos para convertirlos
en retos, de forma que el nuevo problema (el reto) requiera la puesta en marcha
de alguna de las caracteristicas de talento matematico o el uso de alguna heuristica
nueva o compleja. Para la reformulacién de un problema proponen varias estrategias:

= Modificando algunos datos, por ejemplo cambiando el tamano de los niimeros,
el operando incognita, etc.

» En aritmética, cambiando la naturaleza de los niimeros empleados (naturales,
decimales, enteros, fraccionarios, etc., o combinaciones de estos).

= Modificando algunas condiciones. Esta estrategia tiene una forma muy intere-
sante de aplicacién cuando el profesor plantea preguntas ;Y si...?7 o ;Y si
no...?7 Por ejemplo, al estudiar el teorema de Pitagoras, ;y si las figuras sobre
los lados del triangulo no son cuadrados?
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= Reformulando los enunciados. Se pueden crear problemas con la misma estruc-
tura matematica pero diferentes caracteristicas de verbalizacion o de contexto.

Hemos mencionado la necesidad de plantear a los estudiantes con ACM proble-
mas que les supongan retos y les obliguen a realizar un alto esfuerzo cognitivo. Esto
plantea la cuestién de como valorar el nivel de reto y de esfuerzo cognitivo que espe-
ramos que ofrezca un problema o que realmente ha supuesto su resolucién para un
estudiante. La investigacién en didactica de las matemaéticas esta utilizando varios
modelos tedricos que dan respuesta a dicha cuestién. Aqui presentamos brevemente
el modelo que los autores estamos usando en nuestras propias investigaciones.

Llamamos demanda cognitiva de un problema al esfuerzo que su resolucién
supone para un estudiante. La demanda cognitiva de un problema es relativa, pues
depende de las caracteristicas del curriculo (contenidos estudiados, metodologia de
ensefianza, etc.) y de la forma como el estudiante ha resuelto el problema. El mo-
delo de los niveles de demanda cognitiva define cuatro niveles que caracterizan
diferentes formas de razonamiento y grados de esfuerzo cognitivo empleados por los
estudiantes para resolver problemas. Identificando el nivel de demanda cognitiva de
un estudiante con ACM al resolver un problema podemos saber si el problema le ha
resultado retador, muy facil o demasiado dificil. Las caracteristicas de los niveles de
demanda cognitiva son [30, 59]:

= Memorizacién: problemas que solo requieren que el estudiante reproduzca
datos, propiedades, formulas o definiciones aprendidos previamente o informa-
cién presentada explicitamente en el enunciado.

= Procedimientos sin conexiones a conceptos o significados: problemas en
los que la respuesta correcta se obtiene realizando de manera rutinaria un
proceso algoritmico ya conocido, sin necesidad de tener en cuenta contenidos
matematicos que quedan implicitos.

= Procedimientos con conexiones a conceptos o significados: problemas cuya
respuesta correcta se obtiene realizando un proceso algoritmico no rutinario,
pues es necesario tomar decisiones, para lo cual se requiere descubrir determi-
nados contenidos matematicos, entenderlos, y aplicarlos.

= Hacer matematicas: problemas cuya resolucién correcta requiere pensamien-
to complejo y no algoritmico, que incluye comprender los contenidos matema-
ticos implicitos y explorar las relaciones entre ellos.

Hemos utilizado los niveles de demanda cognitiva en experimentos de ensefianza
de &lgebra temprana, geometria plana y visualizacion, que estdn analizados con
detalle, tanto los problemas utilizados como las respuestas de estudiantes que los
resolvieron, parte de ellos con ACM [4]. Por su parte, en [57] se usan los niveles para
analizar la adecuacion de problemas de probabilidad planteados en varias olimpiadas.

Ademés de la atencién que los estudiantes con ACM reciben (o deberfan recibir)
en sus centros de ensenanza, existen diversos tipos de actividades extracurriculares
orientadas especificamente a estos estudiantes, que mayoritariamente tienen la forma
de talleres de resoluciéon de problemas, olimpiadas y otras competiciones matemati-
cas, cursos o campamentos de verano y paginas web.
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En Espana, destaca el Proyecto Estalmat (Proyecto para el Estimulo del Talento
Matemaético), creado en 1998 por Miguel de Guzman con el objetivo de identificar y
estimular a estudiantes con interés por las matematicas, para intentar desarrollar su
capacidad matemética y que puedan llegar a ser buenos matematicos. Durante dos
cursos académicos, los estudiantes participan en talleres gratuitos de matematicas
los sdbados por la manana, en los que se trata una diversidad de temas y contenidos
matematicos extracurriculares. Para ser admitidos en los talleres de Estalmat, los
estudiantes, de 12 o 13 anos, deben pasar una prueba consistente en la resoluciéon de
varios problemas de matematicas.

Este no es el inico programa de enriquecimiento extracurricular que existe en Es-
pana, pues hay asociaciones de padres o de profesores de matemaéticas que organizan
actividades de diverso tipo, en especial olimpiadas, dirigidas a estudiantes con ACM
0, por lo menos, con interés por las matematicas. También la investigacién didactica
se ocupa de este terreno, ofreciendo programas de enriquecimiento y talleres fruto de
proyectos de investigacién, como el programa de enriquecimiento sobre pensamiento
funcional presentado en [14].

7. SINTESIS Y CONCLUSIONES

En este articulo hemos querido mostrar que la investigacién en didactica de
las matematicas (o educacién matemédtica) se estd preocupando desde hace varias
décadas por los estudiantes con ACM y estd avanzando en el conocimiento de las
formas de hacer matemaéticas, creencias, motivaciones, etc., de los estudiantes con
ACM, y en el diseno, experimentacién y evaluacién de propuestas de diverso tipo
para que los profesores puedan atender adecuadamente a estos estudiantes.

Sabemos que hemos dejado temas importantes e interesantes en el tintero, como
formacién de profesores, afectividad, género o atencién a los estudiantes con muy
alta capacidad matematica, entre otros, pero hemos preferido presentar con un poco
mas de detalle los temas que hemos abordado, a costa de no poder tratar algunos.

Hemos hecho un recorrido por diferentes componentes tedricos que sirven de base
para entender y organizar el mundo de los estudiantes con ACM y hemos presentado
resultados de investigacién interesantes, en particular varios producidos en Espana,
que pueden ayudar a entender y atender mejor a estos estudiantes.

Una muestra del desarrollo internacional de la investigacién didactica sobre la
ACM es la creacién de grupos internacionales de investigadores. En 1999 se creé
el grupo Mathematical Creativity and Giftedness, que organiza un congreso bianual.
También hay grupos en otros congresos importantes en la didactica de las matemati-
cas, como el International Congress on Mathematical Education (ICME), organizado
por la International Commission on Mathematical Instruction (ICMI), que es par-
te de la IMU, y el Congress of the Furopean Society for Research in Mathematics
Education (CERME).
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