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INTRODUCCION

En 2017 fallece Vladimir Voevodsky en su residencia de Princeton, victima de
un aneurisma segun informa su familia. Su muerte, con tan solo 51 anos, coge por
sorpresa a la comunidad matematica y deja huérfanos a los dos campos de investi-
gacién que fundé: la teoria de homotopia motivica, €l mayor avance en la teoria de
motivos desde que la postulase Alexander Grothendieck y con la que ganaria la Me-
dalla Fields en 2002; y la fundamentacion univalente y teoria de tipos de homotopia,
un ambicioso proyecto que pretende codificar toda la matematica moderna en aras
de poder comprobar por ordenador la validez de la prueba de todos y cada uno de
los teoremas y articulos de investigacién. Su estelar carrera investigadora contrasta
con una etapa formativa complicada y fuera de lo comun: expulsado de la carrera
de Matematicas de la Universidad Estatal de Mosci por bajo rendimiento, nunca
se licenciard, casi suspende el examen de acceso al doctorado de Harvard y aparca
sus estudios en varios momentos. Repasamos en esta edicién de la secciéon de las
Medallas Fields su vida y su obra matematica.!

1. BIOGRAFIiA

Voevodsky nace en 1966 en el seno de un matrimonio de cientificos rusos. Su ma-
dre, catedratica de quimica de la Universidad de Mosc1, y su padre, fisico y director
de un laboratorio de fisica experimental de la Academia Rusa de Ciencias, le brin-
dan desde joven una educacion esmerada. Sin embargo, desde pequenio Voevodsky

LE] autor agradece a Leovigildo Alonso Tarrio y a Ana Jeremias Lépez su ayuda en la preparacién
de este articulo, especialmente en la redaccién de la seccién sobre la fundamentacién univalente y
la teoria de tipos de homotopia.
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muestra propensién a no aceptar el marco dado y tiene problemas con la sociedad
comunista de la Rusia de aquellos tiempos: es expulsado en tres ocasiones del ins-
tituto, una de ellas por cuestionar la afirmaciéon de su profesora de que Dostoievski
era un autor pro-comunista.

Voevodsky inicia sus estudios de Mateméti-
cas en la Universidad Estatal de Moscti en 1983,
a los 17 afios, una vez aprobado el examen de
acceso reservado a los jévenes que no pertene-
cian a asociaciones afectas al régimen. En esta
época, comienza a sufrir episodios depresivos y
otras enfermedades mentales que se agravan al
caer en la bebida, dolencias contra las que lu-
chara el resto de su vida. Todo ello, unido a la
desmotivacion que experimenta en varias de las
asignaturas, le lleva a dejar en suspenso sus estu-
dios durante varios semestres. Seis afios después
de su ingreso, en 1989, es expulsado de la uni-
versidad por «bajo rendimiento académico» y la
sombra de tener que realizar un servicio militar
de hasta tres anos le acecha. Sin embargo, estas
circunstancias no impiden que Voevodsky se de-
sarrolle durante su etapa universitaria como un
prometedor investigador, mucho méas de lo que
cabria esperar para su corta edad. Mientras de-
sempefa su trabajo como asistente de reprografia en el Liceo de Tecnologias de la
Informacion, conoce a George Shabat, en aquel momento un joven matematico in-
vestigador relegado a la periferia por sus ideas politicas. Voevodsky, al ver papeles
con férmulas sobre la mesa de Shabat, se dirige a él y le pide algtin reto matematico.
Comienza entonces una relaciéon y amistad en la que Voevodsky pedira a Shabat que
le tutele su aprendizaje de manera extraoficial.

En enero de 1984, mientras Voevodsky cursa su primer ano de universidad,
Grothendieck escribe Esquisse d’un programme. El texto, que Grothendieck envid
como programa de investigacién para una plaza en el CNRS después de 12 afios en
Montpellier fuera de los circuitos oficiales, no fue escrito con el rigor habitual de
las matemédticas. Ademas, la préactica totalidad de los temas que esbozaba no eran
«areas activas» en el sentido tradicional: Grothendieck proponia temas de trabajo
inéditos o enfoques radicalmente novedosos en areas tan diversas y establecidas co-
mo la topologia general, las superficies de Riemann, la geometria bidimensional o
la teoria de Galois. En aquel momento, Esquisse d’un programme no fue tomado en
serio por gran parte de la comunidad matematica. Sin embargo, Mosct fue una de
las pocas excepciones. Al cabo de unos meses comienzan a circular copias del Esquis-
se de mano en mano por la Universidad Estatal de Mosct en forma de samizdat.?
Shabat entrega un ejemplar a Voevodsky y ambos se lanzan a trabajar en la teoria

Voevodsky, School of Mathe-
matics, Institute for Advanced
Study, Princeton, Nueva Jersey.

2Copia para la distribucién clandestina de textos no aprobados por el régimen soviético.
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de Dessins d’enfants, el area que Grothendieck ide6 en sus anos de Montpellier para
sus alumnos que carecian de la potente formacién de Paris. Juntos publicaran un
trabajo ([36]) y, cuando Shabat tiene noticia de la organizaciéon de The Grothendieck
Festschrift,> ambos escriben otro articulo con una exposicién rigurosa de la teoria
de Dessins d’enfants. Para sortear la censura, envian el manuscrito a través de un
matematico francés «de turismo» en Mosci. El articulo finalmente se publicara en
las actas del congreso [37]. Voevodsky atin escribird otros tres articulos en solitario
sobre cuestiones aledafas ([40], [41], [42]).

Todavia durante sus anos uni-
versitarios Voevodsky conocerd a
Mikhail Kapranov, en aquel mo-
mento estudiante de doctorado en
Mosct. Juntos trabajan en otro te-
ma propuesto en FEsquisse d’un pro-
gramme: la relacién entre los tipos
de homotopia y los oco-grupoides
([56], [23], [24], [25]). Este programa
de trabajo tiene sus origenes en la
carta A la pursuite de champs que
Grothendieck escribié a Daniel Qui-
llen y busca describir el tipo de ho-

motopia de un espacio de una for-
ma més natural y sencilla que con Voevodsky, en una de sus frecuentes sesiones

de estudio en bibliotecas nocturnas.

las categorias modelo de Quillen.

Por aquel tiempo, en 1982, un
recién doctorado Alexander Beilinson acababa de enunciar unas influyentes conjetu-
ras sobre la teoria de motivos en el seminario organizado por Yuri Manin en Mosct,
que més tarde se detallarfan en [7]. En ellas, Beilinson proponia un camino factible
para un potente desarrollo de la teoria de motivos, a la sazén estancada durante
décadas ante las conjeturas estandar de Grothendieck. Mas en concreto, Beilinson
postula que debe existir una categoria derivada de motivos con propiedades similares
a las categorias derivadas maés cldsicas. Su construccién no deberia necesitar de las
conjeturas estandar y, sin embargo, sus propiedades deberian poder dar cuenta de
una pléyade de resultados geométricos y aritméticos del anillo de Chow, la teoria Ky
la cohomologia étale. Voevodsky aprende estas conjeturas de primera mano durante
sus anos de estudiante. Al hacerlo, se convence de que la clave para realizar el pro-
grama de Beilinson son precisamente las ideas de Grothendieck que ha desarrollado
con Kapranov y comienza a trabajar sobre ellas.

Cuando Voevodsky es expulsado en 1989 de la Universidad de Mosct, la Unién
Soviética estd inmersa en la perestroika y es posible el intercambio de estudiantes.
Beilinson, que acaba de incorporarse a la Universidad de Chicago y es ya una figura
internacional, y Kapranov, que también estaba trabajando entonces en los EE. UU.,

3Conferencia en honor del 60 cumpleaiios Grothendieck, con contribuciones de Deligne, Faltings,
Tate. ..
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mueven hilos en Harvard para que Voevodsky realice alli el doctorado. Es asi como
un joven ruso sin ningun titulo universitario y sin haberlo siquiera solicitado recibe
una invitacién y comienza sus estudios de doctorado en Harvard, bajo la direccién
de David Kazhdan.

Ya en los Estados Unidos, una vez més Voevodsky tiene dificultades para seguir
el camino establecido: casi suspende el examen de acceso y no asiste a los cursos
ni a los seminarios de doctorado. Como en Mosci, problemas personales agravan
su situaciéon y acaba sus primeras Navidades ebrio, atracado y apaleado por sus
asaltantes. Deprimido, volvera a Rusia por un tiempo. Al retomar su doctorado y
volver a Boston vive, literalmente, en su oficina. Por las mananas, recién despertado,
provoca estupor en otros estudiantes ver a un desalinado matematico dirigirse a los
banos para asearse. Cuando en 1992 llega el momento de defender su tesis doctoral
vuelve a poner a prueba los limites de la burocracia y las formalidades. Voevodsky
presenta un manuscrito que, dejando de lado su valioso contenido matematico, esta
inacabado y tiene numerosos fallos de edicién y referencia (véanse las figuras 1y 2).

5.Categories DM(S) 40

Proof: It follows from the proposition ??, theorem ?? and a homotopy
invariance of etale cohomologies with locally constant coefficients (see [?,
p.240)).

Proposition 4.8 Let S be a scheme of characteristic p > 0, then category
DM (S) is Z[1/p]-linear.

Figura 1: Muestra de una de las paginas de la memoria de tesis de Voevodsky.

Theorem 5.10 Category DMy (k) is generated as tensor triangle category
by the motives of smooth projective varieties.

Proof: It is a direct corollary of the proposition 5.9 and resolution of singu-
larities.

Proposition 5.11 Let X be an object of DMj:(k), then for anyn > 0 an
object X x Z/nZ is isomorphic in DMy(k) to an object which corresponds
to a finite complez of locally free (in etale topology) sheaves of finite groups
over k.

Proof:

to be continued:

Figura 2: Final de la memoria de tesis de Voevodsky.
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Sin embargo, al igual que en Moscti, Voevodsky desarrolla durante el doctorado
una actividad destacada que preludia el seismo que va a conmocionar la teoria de
motivos en los préoximos anos. Nada méas doctorarse se le concede una prestigiosa
beca para continuar trabajando otros tres afios méas en Harvard. En una carta fechada
en 1992 afirma que ya puede construir el marco motivico conjeturado por Beilinson
y sobre el que versa su tesis. Aparecerd publicado, esta vez si ya completo, en 1996
en [43]. En [30] aparecerd otra construccién més acabada y perfeccionada que, salvo
refinamientos técnicos, sigue hoy vigente. A partir de entonces Voevodsky dedicara
sus esfuerzos a desarrollar este nuevo marco motivico.

En los siguientes afios Voevodsky dard numerosas contribuciones a la teoria de
motivos que le permitiran realizar numerosos calculos explicitos. De entre todas ellas
sobresale, con gran diferencia, el desarrollo de la homotopia en geometria algebraica,
que tiene su inicio en [33]. Es bien conocida la fructifera potencia que la teorfa de
homotopia posee en topologia y geometria diferencial. Sin embargo, nadie habia an-
ticipado que existia un marco de ideas analogo o, mejor dicho, esencialmente comun
al topoldgico, para el desarrollo de la homotopia en geometria algebraica. En unos
pocos afios Voevodsky regala a los gedmetras algebraicos una categoria homotépica.
A ella acompaifian todos los objetos conocidos en topologia: la teoria del cobordismo,
los espacios de Thom, de Eilenberg-MacLane, espectros, torres de Postnikov, etc., asi
como teoremas de entorno tubular, de Freudenthal, de Whitehead, o la dualidad de
Spanier-Whitehead. Recomendamos la contribucion de Voevodsky al ICM de 1998
en la que anuncia este gran desarrollo que se publicara en afios sucesivos ([44]). Todo
ello le vale una invitacién de larga duracion del IAS de Princeton y, a partir de 2002,
una plaza de profesor permanente.

Los trabajos de Voevodsky en motivos y la homotopia de variedades algebraicas
culminaron con la prueba de la conjetura de Milnor, propuesta en 1970 en [32].
Esta conjetura, que trataremos més adelante, es un importante resultado aritmético
ligado a la clasificacién de formas cuadraticas con coeficientes en un cuerpo. El nuevo
marco motivico, la teoria de homotopia en geometria algebraica y la prueba de la
conjetura de Milnor, son los méritos que en 2002 le hicieron merecedor de la Medalla
Fields. Cabe destacar que en aquel ICM solo se concedié otra Medalla Fields, hecho
inédito desde 1962 y que no ha vuelto a repetirse.

Sin embargo, durante este tiempo Voevodsky vive una experiencia matematica
perturbadora: mientras imparte un seminario en Princeton sobre la prueba de la
conjetura de Milnor (cuyas notas fueron escritas por Pierre Deligne, [15]), encuen-
tra él mismo un error en uno de los lemas fundamentales de su teoria... que desde
1993 era conocido por la comunidad motivica. También en esos anos, Carlos Sim-
pson publica en arXiv [38], un articulo en el que afirma que el resultado principal
sobre oo-grupoides y tipos de homotopia que publicd junto a Kapranov es falso.
Voevodsky logra resolver el error del lema de motivos y cree que es Simpson quien
se ha equivocado, pues el articulo de Simpson no es capaz de sefialar el error del de
Kapranov-Voevodsky. Durante anos, intimidados por su creciente prestigio y el de
Kapranov, nadie menciona a Voevodsky la controversia con el resultado de Simpson.
Finalmente, en 2013, el propio Voevodsky encuentra que el articulo de Simpson es
correcto y el suyo es el erréneo (para una explicacién completa, véase [21]).
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satisfy the adjunction axiom.
Proof: We have to verify that the compositions

Nx.s) = YxnEixnQxs = Yxa

and

Eixz) = EixnixsEix.s — Dixs
coincide with the corresponding identity 2-morphisms. One can easily see
that these two compositions are dual in the sense of 1.2.3 and therefore it
is sufficient to show that the first one equals identity. The main marked
diagram for the proof looks as follows:

Ny )

- §

For the convenience of further reference we numbered all the arrows. The
right vertical face of the diagram is the diagram (2) defining the 2-morphism
Id —+ §1E and the upper horizontal face is the diagram (1) defining the 2-
morphism EQ — Id. The whole diagram is the union of the front part which

11

Figura 3: Ejemplo de diagrama conmutativo cibico con los que Voevodsky comen-
zaba a trabajar antes de dejar el campo de los motivos.

Voevodsky se convence de que el problema de garantizar la veracidad y correc-
cién de los resultados de investigacion es grave y escribira sobre el asunto que « Un
razonamiento técnico de un autor de confianza, que sea dificil de verificar y que se
parezca a razonamientos que se sabe que son correctos, casi nunca se comprueba en
detalle». La creciente complejidad y especializacién de la investigacion matemati-
ca no hace sino agravar la situaciéon. Por ejemplo, en la figura 3 puede observarse
una demostracion de teoria de categorias superiores de la cual Voevodsky dudaba
que se comprobase con rigor. Esa es la razon por la cual —unida a una probable
sensacion de saturacion hacia los temas motivicos— Voevodsky comienza a estudiar
y trabajar, ya en 2004, sobre como poder codificar las demostraciones para que su
veracidad sea comprobada por ordenador. De esta forma, paso a paso sus intereses se
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apartan progresivamente del mundo motivico. Aun asi, Voevodsky todavia dedicara
un gran esfuerzo y varios anos de su vida a completar la prueba de la conjetura de
Bloch-Kato (la generalizacién natural de la conjetura de Milnor). En 2003 publica
un esquema de la prueba que se basa en un aserto que se revelara falso. En el ano
2006-07 el IAS de Princeton invita a Charles Weibel, a la sazén amigo personal de
Voevodsky, a dirigir un seminario sobre el estado de la cuestion de Bloch-Kato. Wei-
bel pasara largas horas hablando con Voevodsky y propondra un camino alternativo
para arreglar la estrategia de la prueba hasta que, en palabras de Weibel, lograra
que Voevodsky «vuelva a comprometerse» con la empresa y trabaje en la prueba
de la conjetura. En 2010, y tras seis afios en los que solo publicé un articulo cuyo
borrador databa de 1996, Voevodsky publica una serie de articulos que culminan
con la prueba de la conjetura de Bloch-Kato en [53] y que marcan el punto y final
de su investigacién en geometria algebraica ([47], [48], [49], [50], [51], [52]).

Una vez abandonado el mundo de los motivos, Voevodsky contintia sus pesquisas
sobre las demostraciones por ordenador asistiendo a diversos cursos de carrera en
Princeton. Voevodsky describe de forma negativa la reacciones que encontré cada vez
que comenta en su entorno la cuestion de las demostraciones por ordenador, hasta
el punto de considerarlo un «tema prohibido» entre matematicos. Mientras estudia
los trabajos en el area, ya en 2006 decide que es la llamada teoria de tipos del 16gico
Per Martin-Lof el marco tedrico necesario para su proyecto. Sin embargo, afirma
que el mayor obstaculo para una eficaz codificacién de las demostraciones es que la
fundamentacién de las matematicas basada en los axiomas de Zermelo-Fraenkel —e
incluso una eventual alternativa basada en la teoria de categorias— no es adecuada
para este proposito.

En 2010 anuncia, en una conferencia en Carnegie Mellon, uno de los centros
de investigacion de informatica més prestigiosos del mundo, el llamado azioma de
univalencia para la teoria de tipos, y afirma que provee del marco apropiado para
la codificacion de demostraciones mateméaticas. Ese mismo ano escribe una libreria
llamada Foundations en el programa asistente de pruebas Coq en la que codifica
diversas demostraciones. Eventualmente afirma que con él es capaz de dar una fun-
damentacién de las matematicas alternativa a la de Zermelo-Fraenkel.

A pesar de que la reaccion de la comunidad informatica y logica al proyecto de
Voevodsky es buena, el propio Voevodsky declara que la tarea que tienen delante
requerira la colaboracién de matematicos experimentados. No en vano el programa
se ha descrito como inspirado en su bagaje matemaéatico anterior hasta el punto de
ser llamado teoria de tipos de homotopia. No es dificil intuir la dificultad que puede
entrafiar para un informético escribir articulos como [1], en los que «comparan las
principales estructuras algebraicas usadas para modelar teorias de tipos dependientes
[entre las que se encuentra/ la categoria de aplicaciones representables entre preha-
cesy. Voevodsky trata de atraer a su proyecto a matematicos experimentados y para
ellos imparte charlas en diferentes centros de investigacién y anuncia un ano teméti-
co en el TAS de Princeton para el curso 2012—13 sobre fundamentaciéon univalente y
teoria de tipos. El resultado de ese ano es la edicién de un libro, apodado the HoTT
book ([39]), escrito por los participantes del curso en el que se sientan las bases de
la teoria de tipos de homotopia.
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Durante sus ultimos afos de vida publicard numerosos articulos en teoria de
tipos de homotopia y, junto con una activa comunidad, escribird diversas librerias
para Coq. Cuando la muerte le sorprende en 2017 dejara 8 articulos en diversas fases
de escritura y un vivo campo de investigacion que trabaja en la codificacién de las
matemdticas. En particular, la librerfa UniMath ([55]), expuesta en [54]; la libreria
HoTT ([12]), explicada en [4]; y la librerfa HoTT-Agda ([11]).

2. MOTIVOS Y COHOMOLOGIA MOTIVICA

En la laudatio de los trabajos de Voevodsky con motivo de su Medalla Fields
de 2002 se mencionan tres logros: la definicién y el desarrollo de la cohomologia
motivica, la teorfa de A'-homotopia de variedades algebraicas, y la prueba de la
conjetura de Milnor. Estos tres éxitos se enmarcan dentro de la teoria de motivos
de Grothendieck, de la cual recordamos los principales hitos previos a los trabajos
de Voevodsky. El lector interesado en una exposicién més detallada de la teoria de
motivos puede consultar [31].

En 1949 André Weil propone, para variedades algebraicas sobre cuerpos finitos,
una serie de influyentes conjeturas, entre las que se encuentra el analogo de la hipdte-
sis de Riemann, asi como una hermosa estrategia para probarlas. Weil muestra que,
si existe una teoria de cohomologia con coeficientes racionales andloga a la cohomo-
logia singular de Poincaré, sus conjeturas se siguen de argumentos cohomolégicos.
Las conjeturas de Weil y el programa propuesto para su prueba sugieren una intima
relaciéon entre la topologia y el analisis por un lado, y la geometria algebraica y la
teoria de niimeros por el otro. Mas tarde, Jean-Pierre Serre prueba que tal cohomo-
logia postulada por Weil no existe sobre los racionales. Serd necesario extender el
cuerpo de coeficientes. Las conjeturas de Weil fueron probadas gracias a los trabajos
de Grothendieck, de su escuela, y de Deligne, que en gran parte se inspiran en el
programa propuesto por Weil al definir y estudiar diferentes cohomologias, como la
cohomologia [-addica, la cohomologia cristalina o la teoria K.

A pesar de haberse logrado la prueba de las conjeturas de Weil, el estado de la
cuestion no satisfacia a Grothendieck. Sin entrar en precisiones técnicas, una teorfa
cohomolodgica define un funtor contravariante que sale de la categoria de variedades
algebraicas sobre un cuerpo y llega a la categoria K-vect de espacios vectoriales
sobre un cuerpo K. Grothendieck llamé categoria de motivos a la categoria Moty
por la que se factorizan este tipo de funtores. Concretamente, a finales de la década
de los 60 Grothendieck construyd para el caso puro, i.e., para variedades lisas y
propias, la categoria Mot y un funtor covariante M : PVar, — Mot partiendo
de la categoria de variedades lisas y propias sobre un cuerpo tal que cualquier funtor
de tipo cohomolodgico H: PVar, — K-vect, factoriza de forma tnica como

PVar, — . K-vect
Ml / @)

Ry
MOtk
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Dada una variedad X, llamamos al objeto M (X) el motivo de X, y al funtor Ry el
funtor de realizacion de la H-cohomologia. Las propiedades del funtor M, del objeto
M(X) y de la categorfa Mot debian dar cuenta de la relacién conjeturada por
WEeil entre la parte analitica o topologica de una variedad y su parte algebraica o
aritmética. Por ejemplo, el motivo de X debe poder descomponerse en sus «piezas
cohomoldgicas» bésicas usando ciertos ciclos algebraicos,* cuya existencia vendria
garantizada por las llamadas conjeturas estandar, atiin abiertas. En otras palabras,
gracias a ciertos ciclos algebraicos debemos poder encontrar motivos MY y escribir
M(X) = ®;M% de tal forma que Ry (M%) = H'(X) para cualquier cohomologia H.
La existencia de estos ciclos también garantizaria, de manera natural, las conjeturas
de Weil. Lamentablemente, las conjeturas estandar se han revelado inaccesibles.

Dentro de un marco de conjeturas mas amplio, Beilinson y Deligne proponen a lo
largo de la década de los 80 un camino alternativo para la teorfa de motivos ([5], [13],
[14]). Se busca definir y estudiar los motivos en el caso mizto, i.e., para variedades no
necesariamente propias y lisas. Ademas, los funtores de realizacién Ry deben poder
ser expresados de forma analoga a la construccién de la cohomologia de haces, donde
es natural hacer uso de la categoria derivada complejos de haces. Beilinson y Deligne
conjeturan que, a pesar de no tener una definicion de la categoria de motivos mixtos,
es factible y mas accesible construir una categoria triangulada DM que juega el
papel de su categoria derivada. Ademas, la construccién de DM lleva aparejada la
definicién de una nueva cohomologia. Concretamente, para cada k-esquema S debe
existir una categoria DM(S) junto con un funtor M: Smg — DM(S) que factorice
las cohomologfas de forma andloga a (1). Las categorfas DM(S) serdn monoidales,”
tendrén un objeto unidad 1 y operaciones de desplazamiento [p] y de torsién (g), con
p,q € Z. Dada una teorfa cohomoldgica H, debe existir un motivo (de coeficientes)
H en DM(S) que define la cohomologia como

HP(X) = Hompny(s) (M(X), H(q)[p])
para todo X en Smg. En particular, definimos su cohomologia motivica como
Hio (X, Z(q)) = Hompwms) (M(X), 1(q)[p)),

que estard detras de cualquier teoria cohomolédgica. Voevodsky logra probar que
buena parte de esta cohomologia viene dada por el anillo de Chow. Concretamente,

HY (X,Z(q)) = CHY(X,29 —p), q¢>0y 2¢—p=>0,

donde CH*(X,*) denota los grupos de Chow (superiores) definidos por Spencer
Bloch ([8]).% En particular se tiene que HZp, (X, Z(n)) = CH™(X).

4Un ciclo algebraico es una combinacién lineal formal de subvariedades algebraicas.

5Existe un producto tensorial de objetos con propiedades andlogas al producto tensorial de
médulos.

6Estos grupos son la extensién bigraduada de los grupos de Chow usuales de las variedades
algebraicas. Los grupos de Chow constituyen una teoria de cohomologia definida de modo pura-
mente algebraico y estan estrechamente emparentados con el grupo de Grothendieck Kq. Tras la
definicién por Quillen de los grupos K; superiores, la teoria de Bloch completaba la pintura.
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La construccién de DM(S) y de la cohomologia motivica es el primer gran logro
de Voevodsky.” Este es el tema de su tesis doctoral de 1992, cuyo manuscrito tardaré,
aun cuatro afios en pulirse y publicarse en [43]. Voevodsky seguird perfeccionando
detalles técnicos de la construccién de DM, que serdn publicados como las notas
a un curso impartido en el IAS de Princeton durante el curso 1999-2000 ([30]).
Conviene destacar que la idea de Beilinson y Deligne de construir DM sin pasar por
la categoria de motivos mixtos es esencial. Hoy dia se considera abierta la cuestién de
la definicién «correcta» de la categoria de motivos mixtos y, de hecho, Beilinson ha
probado en [6] que, en caracteristica cero, las conjeturas estdndar son equivalentes
a recuperar la categoria de motivos mixtos a partir de DM.8

La construcciéon de Voevodsky de DM contiene dos ideas revolucionarias para la
teoria de motivos. La primera es que, a diferencia de la construccién de Grothendieck,
Voevodsky introduce nuevas topologias en la categoria de esquemas y construye DM
a partir de los haces en esas topologias. Concretamente, Voevodsky observé que las
topologias habituales en geometria algebraica (la de Zariski y la étale) no son adecua-
das para la teoria de motivos, y se pregunto6 por la topologia natural en ese contexto.
En su tesis doctoral defini6 la h-topologia —en la que los recubrimientos estdn da-
dos por morfismos que son universalmente epimorfismos topolégicos— y construyo
DM a partir de sus haces. Méas tarde, en [30] usard la topologfa de Nisnevich, una
variante de la topologia étale.

La segunda de las ideas de Voevodsky para la construccion de DM, que se reve-
lard extremadamente fructifera y que tomdé por sorpresa a la comunidad motivica, es
que es preciso reproducir las técnicas de homotopia sustituyendo el intervalo unidad
por la recta A'. Apoyado en las técnicas de Quillen de categorias modelo, Voe-
vodsky obtiene DM invirtiendo la clase de morfismos generada por los morfismos de
esquemas A! x X — X. Esta idea serd explotada en plenitud en su siguiente logro.

3. TEORIA DE A'-HOMOTOPIA

Como hemos visto, durante la década de los 60 Grothendieck y su escuela de-
sarrollaron en geometria algebraica importantes técnicas y resultados inspirados en
la topologia algebraica. Sin embargo, y a pesar de los éxitos logrados y de los am-
biciosos programas de Weil y de la teoria de motivos, la comunidad de geémetras
algebraicos no habia anticipado que la homotopia clésica de Poincaré y las técnicas
de deformaciéon podrian ser transportadas al dominio de la geometria algebraica y
de la aritmética. Este logro, que tiene su punto de partida en el articulo fundacional

"Hanamura y Levine proponen durante la década de los 90 sendas construcciones alternativas
de DM(S) ([18], [19], [20], [27]). Aunque ambas construcciones son equivalentes a la de Voevodsky,
por razones de simplicidad y potencial la de Voevodsky es la utilizada hoy dia y se considera un
logro sustancialmente mayor.

8La tnica definicién de los motivos mixtos que se conoce, propuesta por Nori, produce una
categoria con buenas propiedades funtoriales ([28]). Sin embargo, a diferencia de la definicién de
los motivos puros de Grothendieck, la construccién de Nori requiere datos trascendentales, por lo
que no se considera la definicién «correcta». No obstante se sabe que, de ser probadas las conjeturas
estandar, la categoria de motivos obtenida a partir de DM seria equivalente a la de Nori.
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[33] escrito junto a F. Morel, es sin duda la contribucién mds fructifera de Voevodsky
y su potencial estéd lejos de ser agotado.

En [33] Morel y Voevodsky construyen la categorfa homotdpica de esquemas
H(k), que asumimos sobre un cuerpo por simplicidad. El proceso de construc-
cién es conceptualmente sencillo: H(k) es el resultado de invertir en la categoria
A°PShyis(Smy) de haces Nisnevich de conjuntos simpliciales la clase de morfismos
generados por los morfismos de esquemas A} x X — X y las equivalencias homo-
topicas de conjuntos simpliciales. Como cabria esperar, via la inmersién de Yoneda
tenemos un funtor Smy — A°PShy;s(Smy), por lo que todo k-esquema liso puede
verse dentro de la categoria homotopica.

Una vez Voevodsky ha especificado el contexto de los haces en la topologia Nis-
nevich, la construccién de H(k) es natural. Basta observar que, contrariamente a lo
que ocurre en el caso clasico, en el contexto propuesto por Voevodsky el 1-simplice
estandar no se identifica con el intervalo unidad o la recta afin, por lo que es preciso
invertir las equivalencias dadas por uno y otro tipo de homotopias. El resultado es
una categorfa homotépica H(k)... jen la que hay dos «circunferencias»! La prime-
ra, llamada simplicial, dada por el cociente S' = A'/§A! del 1-simplice estdndar
por sus dos puntos; la segunda, llamada de Tate, dada por el grupo multiplicativo
Gy = Al — {0}. La circunferencia simplicial se comportard como la circunferen-
cia en la categoria homotopica clasica, la circunferencia de Tate dard cuenta de la
operacion de twist, que no tiene andlogo en topologia. Ambas estan ligadas por el
isomorfismo

P} ~G,, AS' en H(k),

donde A es el producto smash de conjuntos simpliciales punteados, G,,, se considera
punteado por el 1 y Pi por el infinito.?

A pesar del sorprendente fenémeno de la existencia de dos tipos de circunferen-
cias, la categoria H(k) se comporta de forma muy similar a su andloga clésica. Ello
permite definir conceptos hasta entonces inexistentes en geometria algebraica: homo-
topia de las esferas, homotopia estable, espacios de Eilenberg-MacLane, espacios de
Thom, torres de Postnikov, entornos tubulares, teoria del cobordismo. .. Parece que
todo concepto topoldgico tiene un analogo algebraico bien definido que se comporta
de forma similar. Por ejemplo, Morel y Voevodsky prueban que P> es el espacio
clasificante de los fibrados de linea y logran describir la teoria K algebraica de un
k-esquema liso de forma andloga al caso diferenciable:

K;(X) = Homg()(S* A X, Z x Gr), i€N,

donde Gr es la grassmaniana infinita. También logran describir la cohomologia moti-
vica como el anédlogo algebraico de la cohomologia singular y definen ciertos espacios

90bsérvese que la cohomologia de un esquema punteado es su cohomologia reducida, aquella en
la que hacemos cociente por la cohomologia de un punto. Por tanto, el isomorfismo mencionado
implica que, en cualquier cohomologia que pueda describirse gracias a las técnicas homotdpicas de
Voevodsky, se tendra que la parte de la cohomologia de IF”IIC que no viene de la cohomologia de un
punto es igual a la cohomologia (reducida) de G, desplazada en 1.
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K(2n,n), n € Z, de Eilenberg-MacLane de tal forma que para todo k-esquema liso
X se tiene que

Hygo '(X, Z(n)) = Hompy () (S A X, K (2n, n)).

Recomendamos el articulo de Voevodsky [44] escrito a propésito de su charla plenaria
en el ICM de 1998, en el que expone la teoria de A'-homotopia.

4. LAS CONJETURAS DE MILNOR Y DE BLOCH-KATO

Las versatiles construcciones de DM y de la cohomologia motivica, asi como el
descubrimiento en geometria algebraica de la teoria de A!-homotopia, permiten a
Voevodsky llevar a cabo un intenso trabajo describiendo propiedades de estas cate-
gorias y realizando calculos explicitos de la cohomologia motivica. El hito destacado
en su laudatio es la prueba de la conjetura de Milnor propuesta en [32]. Este logro
fue precedido de numerosos resultados técnicos de gran importancia —mas dificiles
de comunicar a una audiencia matematica no especializada—, y fue continuado por
otro logro igual de notable: la prueba de la conjetura de Bloch-Kato, culminada
en [53].

Para enunciar estos resultados de Voevodsky, introduzcamos algo de notacién.
Dado F' un cuerpo y n un entero positivo, llamamos grupo K de Milnor al grupo
abeliano KM (F) definido por los siguientes generadores y relaciones. Los generadores

son las sucesiones {ai,...,an}, a; € F*, y las relaciones son
{a1,. ., Qp-1,2Y, A1, -, an }
={a1,...,05-1,%, 0511, an} +{a1,. .., Qk_1,Y, A1, -, an}

para todo a;,z,y € F*, 1 <k <n,y
{ala"'aak—lvl7$aak+17"'7an}:0

para todo a; € F* y x € F — {1,0}.

Ahora, sea F la clausura algebraica de F y G = Gal(F/F) el grupo de Ga-
lois absoluto de F' con su topologia profinita. La cohomologia de Galois de F' con
coeficientes en Z/2 se define como

Hn(F7 Z/z) = Hg)ntinuo(G7 Z/2)

La teoria K de Milnor y la cohomologia de Galois estan relacionados via el simbolo
de Galois

hy: KM(F)/2KM(F) — H"(F,Z/2).
En efecto, para n = 1 se tiene que KM (F) = F* y H'(F,Z/2)) = Hom(G,Z/2),
por lo que la aplicacién h; se define asignando a un elemento a € F* al cardcter
cuadratico x,, definido por

Xa(9) = 9(Va)/Va = £1.
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Se comprueba que la teoria K de Milnor estd dotada de un producto cup y que,
para todo generador {ay,...,a,} de KM (F), la asignacién x4, U...UY,, define una
aplicacion h,, en KM(F)/2KM(F) tal que ®h;: KM(F)/2KM(F) — H(F,Z/2) es
compatible con este producto. Voevodsky probd en [46] el siguiente resultado que
Milnor conjeturé en [32]:

TEOREMA. Dado F un cuerpo de caracteristica distinta de 2 yn > 1, el simbolo de
Galois
hy: KM(F)/2KM(F) — H"(F,Z/2)

es un isomorfismo.

En particular, el teorema implica que el dlgebra @, H*(F,Z/2) esta generada
por elementos de grado uno, una propiedad poco frecuente en cohomologia de grupos
y que impone una llamativa restriccién a G' = Gal(F/F).

Existen otras razones de peso para interesarse por esta conjetura. El caso n =1
puede probarse gracias al teorema 90 de Hilbert y los otros dos casos conocidos antes
de la prueba de Voevodsky (n = 2,3) requerfan andlogos superiores al teorema 90
de Hilbert. Se sospechaba, como asi fue, que la prueba general requeriria todos los
andlogos superiores al teorema 90 de Hilbert. Ademas, Milnor llegb a esta conjetura
por su relaciéon con la clasificacién de formas cuadraticas con coeficientes en un
cuerpo F. Veamos esta cuestién con mas detalle.

El llamado teorema de cancelacion de Witt afirma que, si @1, @9, o3 son tres
formas cuadraticas no degeneradas con coeficientes en I’ tales que las sumas orto-
gonales v1 + 3 ¥ w2 + @3 son isométricas, entonces @1 y @2 son isométricas. Por
tanto, clasificar formas cuadraticas se reduce a describir el grupo de Grothendieck
asociado de las formas cuadraticas no degeneradas con coeficientes en F', que define
un anillo GW(F) llamado anillo de Grothendieck- Witt.

Dada ¢ una forma cuadratica no degenerada, se puede probar que existe una
Unica forma cuadrética anisétropa @,, y un entero i tal que ¢ ~ iH + ¢,,, donde H
denota la forma cuadratica hiperbélica que diagonaliza como (1, —1). El entero i se
llama indice de Witt y es sencillo de calcular. Por tanto, las formas cuadraticas sobre
F estdn esencialmente clasificadas por el cociente W (F) = GW(F)/(H), llamado
anillo de Witt.

El anillo de Witt admite una aplicaciéon de aumentacion W (F') — Z/2Z, inducida
por la aplicacién rango GW(F) — Z, y cuyo ntcleo define un ideal I C W (F)
llamado fundamental. El ideal fundamental y sus potencias estan generados por unas
formas cuadraticas, llamadas de Pfister, que poseen buenas propiedades. Por tanto,
es natural desear describir el graduado del anillo de Witt por el ideal fundamental
gr(W(F)) que, esencialmente, clasifica las formas cuadréticas con coeficientes en F.
En [32] Milnor investigé los cocientes sucesivos I"/I"*! y encontré que, gracias a
las propiedades de las formas de Pfister, existe un morfismo de anillos natural

KM(F)® 7)27Z — gr,(W(F)).

En ese mismo articulo, Milnor propuso una conjetura previa a la anterior cuya
prueba, desarrollada por Orlov, Vishik y Voevodsky en [34], se basa en las técnicas
desarrolladas para el anterior resultado:
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TEOREMA. Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2. El homomorfismo na-
tural de anillos graduados

KM(F)®Z/2Z — gr.(W(F))

es un isomorfismo.

Una generalizacion de la conjetura de Milnor, conocida como conjetura de Bloch-
Kato ([10]), fue probada por Voevodsky en [53]:

TEOREMA. Dado F un cuerpo de caracteristica distinta de I, para todo n > 0 el
homomorfismo de norma residual

K (k) /1= HE(F,pf™)

es un isomorfismo.

Aparte de ser una generalizacién natural de la conjetura de Milnor, la comunidad
motivica ha estado particularmente interesada en este resultado desde que se sabe
que implica la llamada conjetura de Beilinson-Lichtenbaum, propuesta independien-
temente en [5] y [29]. Esta conjetura, que no explicitaremos en detalle, describe el
motivo M(X)®Z/l en DM(k), donde X es un k-esquema, en términos del haz éta-
le u". Es decir, describe la parte de [-torsién de M(X) (de naturaleza algebraica
o aritmética) en términos de un objeto més sencillo (de naturaleza més cercana a
la topoldgica o analitica). Como curiosidad, Bloch dedujo de estas conjeturas que,
para una variedad algebraica compleja X v o € H"(X(C),Z) una clase de torsién
en su cohomologia singular, existe un abierto de Zariski no vacio U C X tal que la
restriccién de o a U se anula.

La prueba de todos estos resultados enlaza con los trabajos previos de Voevodsky
puesto que los grupos K,]LW (F) de Milnor coinciden con ciertos grupos de Chow
superiores y, por tanto, con la cohomologia motivica. Concretamente se tiene que

Hijoy(Spec F.Z(n) = KM (F), n> 0.

Para probar todos estos resultados, Voevodsky dota a la cohomologia motivi-
ca de multitud de propiedades andlogas a las de la cohomologia étale o singular:
sucesion de Mayer-Vietoris, formula del fibrado proyectivo, morfismo de Gysin, teo-
ria de la dualidad, sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch... Méas concretamente,
Voevodsky comienza a probar una version motivica del formalismo de las seis opera-
ciones de Grothendieck (que, tras su retirada del mundo motivico, culminaria Ayoub
en [2] y [3]), del cual se siguen la mayoria de las propiedades esperadas en una coho-
mologia. Armado con buena parte del formalismo de las seis operaciones, Voevodsky
realiza un estudio pormenorizado de los espacios de Eilenberg-MacLane motivicos y
calcula las operaciones de Steenrod de la cohomologia motivica ([45], [48]). La prue-
ba de muchos de estos resultados sigue la misma linea que sus analogos en topologia
algebraica clasica. Sin embargo, el contexto algebraico y la mayor sofisticaciéon de
las categorias empleadas anaden una dificultad técnica que Voevodsky solventa.

Los puntos méas notables de la demostraciéon de Voevodsky de las conjeturas
mencionadas suelen ser aquellos en los que prueba que una definicién inspirada en
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la topologia algebraica o una clase de cohomologia motivica se corresponden con ob-
jetos algebraicos concretos con propiedades bien determinadas. Por ejemplo, como
vimos en la seccién 2, el simbolo de Galois o el homomorfismo de norma residual
tienen una definicién de tipo topoldgico similar a la definicién en homotopia clasica
del morfismo natural de la cohomologia singular sobre cualquier cohomologia con
clases de Chern aditivas (por ejemplo, la cohomologia de De Rham). En el contexto
motivico, Voevodsky debe probar que ambas definiciones coinciden: la topoldgica y
la explicita dada como simbolo de Galois 0 norma residual. En tdltima instancia, y
tras multitud de reducciones de tipo cohomoldgico, la prueba de ambas conjeturas
requiere que Voevodsky construya formas cuadréaticas con coeficientes en F' y pro-
piedades fijadas. Ademaés, debe calcular la cohomologia motivica y la teoria K de
la hipersuperficie que definen estas formas cuadraticas, concretamente debe calcular
sus clases de Chern. El lector interesado puede leer detalles sobre la prueba de la
conjetura de Milnor en [22] y en [35] sobre la prueba de la conjetura de Bloch-Kato.

5. FUNDAMENTOS UNIVALENTES

Es bien sabido que en ocasiones se publican resultados con un razonamiento insu-
ficiente, e incluso incorrectos. El nivel de profundidad que alcanzan las mateméaticas
de hoy en dia hace temer que una falla en algiin punto haga derrumbar grandes teo-
rias como castillos de naipes. Ya hemos comentado que el propio Voevodsky habia
sufrido el problema en carne propia en dos ocasiones. Aparte de los ya menciona-
dos, es particularmente conocido en el mundo de los motivos el caso de Bloch y los
anillos de Chow superiores. Como se mencioné en la seccién 2, la teoria de Bloch es
practicamente sinénima de la cohomologia motivica, puesto que ambos grupos coin-
ciden en multitud de ocasiones. Pues bien, el articulo original [8] contenfa un lema
de desplazamiento cuya prueba ocupaba unas pocas lineas y que desgraciadamente
era incompleta. Después de 10 anos Bloch publica una demostraciéon completa del
lema que ocupa un articulo de méas de 30 paginas [9].

La propuesta de Voevodsky para evitar estas situaciones es desarrollar un sistema
que permita la verificacién asistida por ordenador de las demostraciones matema-
ticas. Esto exige una extensa biblioteca de matematicas formalizadas, pero, sobre
todo, un método de formalizacion eficiente y que se relacione de forma apropiada con
el uso habitual de las matematicas. La principal aportacién de Voevodsky en este
aspecto es el azioma de univalencia en la teoria de tipos del 16gico Per Martin-Lof
que, segun los expertos, ha permitido un desarrollo sin precedentes, que hace factible
la codificacién de toda la matematica moderna en una libreria informatica. Concre-
tamente, los trabajos de Voevodsky han dado lugar a la fundamentacion univalente
y ala teoria de tipos de homotopia (comtinmente abreviada HoTT, por sus siglas en
inglés). Veamos con més detalle algunas de las ideas involucradas en este trabajo.

Los tipos en la teoria de Martin-Lo6f no tienen definicion, de la misma forma
que los conjuntos no tienen definiciéon en la axioméatica de Zermelo-Fraenkel, sino
que es a partir de ellos como se define el resto de objetos matemaéticos. De hecho,
en la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel hay dos clases de objetos matemé-
ticos bésicos: los conjuntos y las proposiciones. Esto se debe a que la axiomatica
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de Zermelo-Fraenkel presupone la légica de primer orden, que es independiente de
esta axiomatica. Aunque los conjuntos no tengan definicién, este nombre nos aporta
una intuicién que nos permite distinguir facilmente qué tipo de operadores logicos
podemos usar y como hacerlo, aunque nunca hayamos leido o estudiado logica de
primer orden o la lista de los axiomas de Zermelo-Fraenkel. Por ejemplo, si a y X
son conjuntos, sabemos que la férmula a € X tiene sentido y estd bien escrita, ya
sea cierta o falsa, y si P es una proposiciéon entonces —P también es un enunciado
bien escrito. Por el contrario, tanto a € P como =X sabemos que son formulas mal
escritas y no tienen sentido. De la misma forma, la palabra tipo hace referencia a
una intuicion que debe facilitarnos saber como usar el lenguaje y la axiomatica de
la teoria de tipos.

Entonces, jcudl es la intuicién detras de los tipos? Esta viene de la informatica,
en la cual hay lenguajes en los que, al definir una variable, se debe especificar su
tipo. Por ejemplo, un informaético estd acostumbrado a especificar si su variable es
bool, string, int o real y, al hacerlo, define que esa variable tomara valores 0-1, una
sucesion de caracteres, un entero de 32 bits o un niimero de coma flotante de 64 bits,
respectivamente. Informalmente, los matematicos llevamos usando los tipos toda
nuestra vida; cuando decimos «sea G un grupo» o «sea o un numero real» estamos
usando un lenguaje propio de tipos. En realidad, la expresiéon precisa en el marco
de Zermelo-Fraenkel seria el incémodo circunloquio «sea G un conjunto, st G es un
grupo. . . ».

El lenguaje de Zermelo-Fraenkel también lleva aparejados problemas sin ningin
interés real que los matematicos solventamos de forma intuitiva. Por ejemplo, la fér-
mula N = {z € Z: > 0} es falsa en Zermelo-Fraenkel puesto que, con la definicién
habitual de Z como cociente de N x N, los nimeros naturales no son un subconjunto
de Z. En rigor, deberfamos escribir N ~ {z € Z: z > 0}. De manera andloga, si
denotamos 2z y 2g al nimero dos como elemento de los enteros y de los racionales,
la afirmacién 27 o~ 2qg es cierta, irrelevante pero, en principio, posiblemente nece-
saria si formalizamos un calculo con la axiomadtica de Zermelo-Fraenkel. De hecho,
es precisamente la nociéon de «igualdad» o «equivalencia» la que motiva el salto de
Voevodsky de Zermelo-Fraenkel a la teoria de tipos.

En la teoria de Martin-Lof, ademéas de tipos hay elementos, que deben ser de
algin tipo. La formula x: X se lee «x es de tipo X», y podemos pensar de ella
tanto que «x pertenece a X », si el tipo X tiene las propiedades que esperamos de un
conjunto, como que «x es una prueba de X», si el tipo X tiene las propiedades de
una proposicién. Voevodsky también entendia lo siguiente: «x es un punto de X»,
si el tipo X tiene las propiedades de un espacio, y «x tiene el tipo de homotopia
de X», ya que fue capaz de identificar dentro de la teoria de Martin-Lof tipos con
las propiedades de los espacios contractibles y con otras propiedades homotépicas.
En la imagen de la figura 4 puede verse una tabla (no exhaustiva) de analogias que
permite el lenguaje de teoria de tipos. Si bien algunas parecen naturales o intuitivas
otras, especialmente la identidad, son sorprendentes.

Existen un lenguaje y unas reglas para construir tipos a partir de otros tipos
mas basicos. Con este lenguaje se puede dar una axiomatizacion del tipo N, cuyos
elementos se llaman nimeros naturales, similar a la de Peano. A partir del tipo N se
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Types Logic Sets Homotopy

A proposition set space

a:A proof element point

B(x predicate family of sets fibration

b(x) : B(x) conditional proof family of elements section

0,1 1, T 2,{2} D, *

A+B AVB disjoint union coproduct
AxB AANB set of pairs product space
A—B A=B set of functions function space
L(x.a) B(x) Jy:aB(x) disjoint sum total space
IT(x.a) B(x) Vy:aB(x) product space of sections
lds equality = {(x,x)|x€ A}  pathspace A

Figura 4: Tabla con analogias de varias operaciones en teorfa de tipos (del HoT'T book).

construyen los tipos Z, Q,... También se puede definir el tipo Y — X de funciones
entre dos tipos X e Y, o el tipo fibra, que escribimos f~!(y) paray: Yy f: X =Y.
De entre esta multitud existe una clase de tipo, llamado de identidad, que recoge
nuestra nocién intuitiva de «igualdad entre dos elementos» y que —como cabria
esperar— los expertos afirman es la nocién de tipo més importante. Sea X un tipo
y sean a,b: X; entonces existe el tipo a = b de identidad entre a y b. Si existe un
elemento a: a = b, entonces a es igual o idéntico a b (y « es una prueba de su
igualdad).

Existe también una nocién de equivalencia en teoria de tipos que, segin el con-
senso en la materia, recoge la nocién clasica de isomorfismo. Sean X e Y dos tipos
y f: X — Y una funcién; se dice que f es una equivalencia si para todo elemento
y: Y el tipo f~!(y) tiene exactamente un elemento. Voevodsky probé que las equi-
valencias son elementos de un tipo que denoté X ~ Y. Los tipos también pueden
ser elementos de otro tipo.'® Dados dos tipos A, B: U hay una funcién canénica
®: (A= B) — (A~ B). El axioma de univalencia de Voevodsky afirma que:

AXIOMA. La funcion canénica ®: (A = B) = (A ~ B) es una equivalencia.

Este axioma, segin Voevodsky, es el que permitird a la teoria de tipos una co-
dificaciéon de la mateméatica moderna y, siempre segin Voevodsky, su motivaciéon
encuentra su origen en las especulaciones de Grothendieck sobre los tipos de homo-
topia y los co-grupoides.!! El propio Voevodsky probé que este axioma es consistente
exhibiendo un modelo de teoria de tipos con univalencia mediante conjuntos simpli-
ciales. Los ultimos trabajos de Voevodsky trataban de encontrar la buena expresion

10Se dice que un tipo es pequerio si es elemento de un cierto tipo Ug llamado universo. Existe en
teoria de tipos un anélogo a la teoria de universos de teoria de conjuntos.

Hncluso sin conocer los pormenores de la teoria de tipos se puede apreciar que el axioma
de univalencia trata sobre el obstdculo senalado por Grothendieck en [17, Section 9]. El lector
interesado puede comparar la objecién de Grothendieck con la motivacién al axioma de univalencia
escrita en [16, Section 5].
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del concepto de categoria en el contexto de teoria homotoépica de tipos. Estas ideas
se han plasmado en el trabajo péstumo [26].

La teoria de tipos y la fundamentacién univalente de Voevodsky tienen una
componente de aridez a primera vista de un matematico como el que escribe, y quizas
también para el lector (véase [16] para una introduccién especialmente accesible).
Cambiar el lenguaje y la sintaxis a los que estamos acostumbrados y la mezcla de
conceptos tan diferentes en la nocién de tipo puede provocar estupor y desconcierto,
pero también asombro y esperanza. ;Cudntas horas no se han perdido buscando y
depurando errores en trabajos propios y ajenos? ;Realmente nos encontramos ante
el advenimiento de una etapa en la que estos sinsabores seran desterrados? ;Nos
espera un futuro en el que no dudaremos de la veracidad de un resultado publicado?
De ser asi, la fundamentacién univalente de las matematicas bien podria sobrepasar
con creces todos los logros previos de Voevodsky.
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