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1. LA GRAN CRIBA

1.1. UN POCO DE HISTORIA

Histoéricamente, la criba de Eratostenes es, sin duda, la primera nocién de criba
utilizada en matematicas. Sin embargo, se podria decir que la potencia de las técnicas
de criba fue subestimada hasta que en el siglo veinte surgieron en teoria de niimeros
varias generalizaciones espectaculares. Como en la criba de Eratéstenes, el principio
de los métodos de criba modernos consiste en retirar (cribar) de un conjunto finito
un cierto nimero de elementos que satisfacen ciertas condiciones. En el caso de los
enteros, esas condiciones se expresan por medio de la pertenencia a ciertas clases de
congruencia médulo una cantidad finita de nimeros primos.

Estas técnicas, desarrolladas en primer lugar por Viggo Brun, han servido, por
ejemplo, para avanzar en algunos de los problemas méas célebres de la teoria de
numeros. Es el caso de la conjetura de los primos gemelos, que afirma que existen
infinitos niimeros primos p tales que p + 2 es también primo (3 y 5,5y 7, 17 y 19,
29 y 31,...). Con la ayuda de la criba, Brun demostré hacia 1919 que la serie de
los inversos de los nimeros primos gemelos converge, lo cual sabemos que es falso
para todos los niimeros primos desde Euler. Después de Brun, los métodos de criba
comenzaron a perfeccionarse sobre todo con los trabajos de Selberg [13] y Linnik [9].

En este articulo, nos interesaremos por la gran criba, que tiene la particularidad
de ser facil de utilizar, de aplicarse a conjuntos mas generales que los niimeros enteros
y de proporcionar buenas cotas a nada que optimicemos cada etapa de su aplicacién.
La gran criba se debe esencialmente a los trabajos de Selberg. Mas recientemente,

*Traducido del francés por Javier Fresan.
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Kowalski ha formalizado esta técnica con el objetivo de aplicarla a objetos que no
son numeros enteros [7].

Esbocemos la evolucién de la gran criba a lo largo del tiempo. Sea a = (an)nen
una sucesién de nimeros complejos. Para enteros M, N > 0, consideremos el poli-
nomio trigonométrico S definido, para ¢t € R, como

Sa (t) — Z an€2i7rtn.

M<n<M+N

La forma analitica de la gran criba, tal y como la presentan Davenport y Halberstam
[2] por primera vez en 1966, es una desigualdad de la forma

Do ISP <AWNE) Y fanl? (1)

1<i<R M<n<M+N

valida para toda R-tupla ({1, ...,tg) de nimeros reales J-bien espaciados en el sen-
tido
Inin ‘t]‘—ti| >0 > 0.
1<i<j<R

El ntmero real A(N,0), la llamada constante de la criba, es muy dificil de estimar
en la préictica. La biisqueda de una cota superior éptima para A(N,J) dio lugar a
una carrera entre 1965 y 1975. Por ejemplo, Gallagher prob6 de forma elemental la
desigualdad A(N,d) < 2rN + 6~ 1. La demostracion de este resultado puede leerse,
entre otros sitios, en [7, Thm. 4.1]. Montgomery y Vaughan [12] obtuvieron en 1973
la desigualdad A(N,d) < N + 6. La mejor cota conocida de A(N,§), no mucho
maés fuerte que la de Montgomery y Vaughan, se debe a Selberg:

A(N,5) < N+61 -1,

El lector encontrard una exposiciéon de la demostracion en [11]. La mejora de Selberg
no tiene mucha importancia para las aplicaciones, en las que a menudo incluso la
cota elemental de Gallagher es suficiente. Anadamos que este tipo de cota se obtiene
por medio de argumentos de teoria de Fourier (véase, por ejemplo, [7] o [14]).

La gran criba se convirtié rdpidamente en una herramienta muy potente en teoria
analitica de ntimeros, por las razones que vamos a explicar. La relacién entre la
desigualdad (1) y los resultados de teorfa de ntimeros que a uno le gustaria demostrar
no estd muy clara por el momento; es lo que nos proponemos elucidar. Elijamos los
t; racionales escritos como fraccién irreducible k;/m; para todo 1 < i < R, con m;
inferior a un cierto entero L > 1. Para ¢ # j, se tiene entonces

1
t; —ti| > Tz

de modo que la desigualdad (1) da

ST ISalk/m)P < (N=1+L%) Y anl

m<L 1<k$m M<n<M+N
(k,m)=1
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Resulta que la suma interior en el miembro de la izquierda se puede acotar por una
funcién g de m y de w(¥), para £ un divisor primo de m, donde w(¥) es el cardinal
del conjunto

Q={h|0<h<ly(n=hmédl=a,=0)paranec{M+1,...,.M+N}}

dado por las clases médulo ¢ que no contienen ningin indice n en el soporte de
(an)M<n<r+N- Hemos cribado asi el conjunto de los a,, para M +1<n < M+ N.
De hecho, se puede demostrar [14] que la funcién g estd dada por

gtm) =TT 200

Llm

donde p es la funciéon de Mébius

1 sin=1,
u(n) =<0 si n posee un factor cuadrado,
(=1)"  sin es producto de r primos distintos.

La desigualdad (1) se transforma entonces en

’ Y

M<n<M+N

2 2
N—-1+1L
<—r > |an|? (2)
H(L) M<n<M+N

para todo L > 1, donde

(D) = Y glm) = X utm?* [T 20

m<L m<L £lm

Diremos que la desigualdad (2) es la forma aritmética de la gran criba. Sean ahora
2, un conjunto de clases médulo ¢ para cada primo ¢ < L, y E el subconjunto de
{M +1,..., M + N} correspondiente a los enteros n que no caen en ninguna de las
clases en 2. Si elegimos a,, = 1 si n pertenece a E y a, = 0 si no, entonces los
conjuntos €2y y Q) coinciden para todo ¢ < L, y la desigualdad (2) se reescribe como

|E| < (N -1+ L*H(L)™* (3)

Por tanto, hemos acotado el nimero de elementos restantes en {M +1,...,M + N}
después de haber cribado respecto a ciertas clases médulo un ntmero finito de nu-
meros primos £. Observemos que H(L) depende tnicamente de las clases médulo ¢
elegidas y de la cota L, mientras que N — 14 L? depende tinicamente del nimero N
de términos a,, considerados y de L. Esta «independenciay» volvera a aparecer en la
version general de la gran criba que presentaremos en la siguiente seccion. Senalemos
para terminar que, si bien las cotas superiores de A(N, d) son en general suficientes
para las aplicaciones, encontrar una cota inferior de H(L) puede resultar bastante
complicado y constituye un problema tipico en teoria analitica de ntimeros.
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1.2. AXIOMATIZACION DE LA GRAN CRIBA

En lo que sigue, si £ es un ntimero primo, designaremos por Fy ~ Z/{Z el cuerpo
finito de ¢ elementos. Para entender mejor la forma abstracta de la criba, reformu-
lemos primero su forma aritmética. Fijamos:

1. Un conjunto finito X de ntimeros enteros, por ejemplo,
X={M+1,...,M+ N} coon M eZyN>1.

2. Un conjunto finito £* de ntimeros primos (el soporte primario de la criba).
3. Una familia Q = (Qy)sec+ con Q, C Fy.

Sea pg: Z — Fy la proyeccion canoénica. El objetivo es dar una cota superior lo
mas fina posible del cardinal del conjunto

S(X,Q, L") ={z € X | pe(x) ¢ Q para todo £ € L*}.

Como hemos retirado de X los enteros que caen en ciertas clases de congruencias,
S(X,Q,L£*) se lama el conjunto cribado (corresponde al conjunto E de la intro-
duccién). Por ejemplo, para L > 2, tomando X = {1,...,N}, £* el conjunto de
ntimeros primos menores o iguales que L y 2y = {0 méd ¢}, se obtiene

S(X,0,L)={neN"|n<Ny/l{n para todo £ < L primo},

donde N* = {1,2,...} designa el conjunto de los nimeros naturales sin el cero. Es
la situacién de la criba de Eratéstenes.
De forma maés general, siguiendo a Kowalski [7], fijamos:
1. Una terna Y = (Y, A, (pe)eea) formada por
a) un conjunto Y,
b) un conjunto de indices A,

¢) una familia (pg)een de aplicaciones sobreyectivas pg: Y — Yy con valores
en un conjunto finito Yj.

2. Una terna X = (X, y, F') formada por
a) un espacio medible (X, ) de medida p(X) finita,

b) una aplicacién F': ¢ € X — F, € Y tal que la composiciéon X - Y — Y,
es medible para todo £ € A.

3. Un subconjunto finito £* de A llamado el soporte primario de la criba.
4. Una familia finita Q = (Q¢)scc« de subconjuntos Q, C Y.

Teniendo en cuenta que py o F' es medible, el conjunto cribado
S(X,Q, L) ={z € X | p(Fy) ¢ Q para todo £ € L*}
= () (peo F)~ (Fe \ Q)

el
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es p-medible. El objetivo es acotar su medida, que designaremos por
|S(X,Q, L%)] = n(S(X,Q,L7)),

de la forma mas precisa posible.

OBSERVACION. FEsta axiomdtica generaliza la nocién cldsica de criba, que se obtiene
tomando Y = Z, A = P el conjunto de nimeros primos, pg la proyeccion méodulo
¢ primo, Yy = Z/0Z, X = {M +1,...,.M 4+ N}, pu la medida de conteo y F la
inclusion de X en Y. En este caso, L* es un conjunto finito de niumeros primos y
los ¢ forman un numero finito de conjuntos de clases de congruencia respecto a las
cuales nos gustaria cribar X .

1.3. LA DESIGUALDAD DE LA GRAN CRIBA

Supongamos que cada Y, estd equipado de una medida de probabilidad v,. Se
tiene entonces la siguiente generalizacién de la desigualdad (3):

TEOREMA 1 (Selberg, Kowalski). Con la notacién anterior, se cumple
S(X,9,£%)] < AR (1)

donde

1. A = A(X, L") es un ndmero real, que sequiremos llamando constante de la
criba y que precisaremos mds adelante.

2. H=H(Q,L") estd dado por

ve()
= Z 1-— l/g Qg
tec

El lector encontrard una demostracién detallada de este teorema en [7, Chap. 2].
Kowalski considera un marco un poco mas general, en el que el soporte de la criba
estd formado por enteros sin factor cuadrado obtenidos como producto de niimeros
primos menores o iguales que L. Recuperamos en este caso una expresion de H
que coincide con la de la introduccién. Daremos una explicacién muy somera de las
técnicas que permiten obtener el teorema 1, lo cual nos permitira definir formalmente
A y entender un poco mejor la naturaleza de esta desigualdad. La idea es trabajar
sobre los espacios de Hilbert L2(Y; — C,v;) dotados del producto escalar

(f.9)e=">_ W) fW)g)-

yeEY,

Podemos entonces considerar una base ortonormal B, de L?(Y; — C, ;) que con-
tenga a Xy,, la funcién constante igual a 1. Escribamos

B} =B\ {xv,}-
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Con esta notacién, se demuestra que la desigualdad se cumple para la mejor cons-
tante A tal que, para todo o € L2(X, i), se tiene

2.2

LeL” peB;

<A [ lo@)P duto). (5)

/ o(@)(pe(Fy)) d(z)
X

La desigualdad (5) no es sino una versién més abstracta de (1) que expresa la
continuidad de un operador en un espacio de Hilbert. El paso de (5) a (4) es, esen-
cialmente, el mismo que el paso de (1) a (3).

La fuerza del teorema 1 reside, entre otras cosas, en la independencia de las dos
constantes A y H, que permite «separar» el problema inicial en dos subproblemas
independientes: acotar superiormente A e inferiormente H.

1.4. COMO APLICAR LA GRAN CRIBA

Dado Z C X, queremos conocer la medida u(Z). Para simplificar,! consideremos
A =P, el conjunto de los ntimeros primos, y £* = {1,..., L} NP para un entero lo
suficientemente grande L > 2, que sera especificado al final.

La idea consiste en encontrar un criterio de pertenencia a Z que sea aun valido
al reducir médulo ¢ y tomar por €, el conjunto de los py(z), para z € X, que no
cumplan este criterio. Se garantiza asi la inclusién

7 C 8(X,Q,L7).

Por ejemplo, no es buena idea elegir el conjunto Z formado por los enteros que
son suma de dos cuadrados. Aunque la propiedad «ser suma de dos cuadrados» se
conserve al reducir médulo ¢, como todo elemento de Fy es suma de dos cuadrados
no hay nada que cribar. En efecto, los cuadrados son las imagenes del morfismo
de grupos z — 2% de F; en F,. Como |kerp| = [{-1,1}| = 2 (para ¢ > 3),
se deduce que hay exactamente (¢ — 1)/2 cuadrados no nulos en Fy, y por tanto
(¢ 4+ 1)/2 cuadrados en Fy. Para z € F, fijo, los conjuntos {x —y* | y € Fy} y
{22 | z € F,} poseen, por tanto, (¢ + 1)/2 > /2 elementos. Por el principio del
palomar, su interseccién es no vacia, es decir, existen y, z € F, tales que x = y? + 22.

A titulo de ejemplo, retomemos la criba de Eratéstenes. En este caso, vy es la
probabilidad uniforme sobre Fy, dada por v,(£2;) = 1/¢. El teorema 1 proporciona?
la desigualdad

—1
1
‘{nEN* [In<Nylin paratodoéngrimo}’ <A(Z£1>
<L
A
ST T Ay
loglog L + O(1)

1En ciertos casos, es preferible tomar, por ejemplo, el conjunto de ideales primos de un anillo.
2Utilizando una versién débil del teorema de Mertens (véase, por ejemplo, [14]):

Z% =loglog L + O(1).

<L
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donde la suma esta tomada sobre todos los primos £ menores o iguales que L.

La eleccién de € es crucial para obtener una buena desigualdad al final del proce-
so. En particular, 2, no debe contener demasiados elementos, para que la constante
H no sea demasiado grande. Estimar H se reduce entonces a acotar inferiormente
ve(£2¢), que suele ser un problema combinatorio, y al cdlculo de una suma sobre los
ntimeros primos (problema tipico de la teoria analitica de niimeros).

Falta acotar superiormente la constante de la criba A. Ya hemos observado que
esta constante depende mucho de X y, por tanto, del problema que intentamos
resolver. En el caso unidimensional en el que identificamos X con {M,..., M + N},
vimos en la introduccion la desigualdad

A< N+L*< (VN + L)%

En [6], Huxley demuestra que en el caso X = {M,...,N + M}™ (con m > 2)y
L£*={1,...,L} NP se tiene la siguiente generalizacion:

A< (VN +L)*™,

Una vez estimadas las constantes A y H, falta elegir L para optimizar la des-
igualdad obtenida. Aunque tengamos la impresién de haber optimizado todas las
etapas, no hay garantia de que la desigualdad final no sea trivial.

Por ejemplo, con la cota unidimensional de A la criba de Eratostenes da

(VN + L)?

|{n € N* | n < N y £ {n para todo £ < L primo}| <M'

Eligiendo L = /N, se obtiene

AN

|{n€N*|ngNyéJ[nparatodoﬁg\/Nprimo}| gm.

Llegado este punto, observemos que

|{n6N* |n < Ny tn para todo £ < \/Nprimo}| = |Pﬂ[\/N,N]|
= 7(N) = 7(VN),

donde m(x) designa el niimero de primos menores o iguales que z. Por tanto, hemos
demostrado que 7(N) — 7(v/N) es como mucho del orden de N/loglog N.

Para formalizar la nocién de «ser del orden de», introducimos la notacién de
Vinogradov de uso corriente en teoria analitica de nimeros:

NoOTACION (Vinogradov). Si f: X — R y g: X — R, son funciones con valores
reales sobre un conjunto X, escribimos f < g si existe una constante C' > 0 tal que
|f(x)] < Cy(x) para todo x € X. Llamaremos constante implicita a toda constante
que cumple esta condicion. Esta constante puede depender del conjunto X con el que
trabajemos, que estard claro segin el contexto.
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2. UN TEOREMA DE GALLAGHER PARA POLINOMIOS PALINDROMOS

Sean K un cuerpo y P € K[T] un polinomio. Un cuerpo de descomposicion de P es
una extension de K sobre la cual P es producto de factores lineales y que es minimal,
en el sentido de que estad generada sobre K por las raices de P. Se define el grupo
de Galois de P como el grupo de K-automorfismos de un cuerpo de descomposicién
cualquiera de P, siendo todos ellos K-isomorfos. Dado un conjunto E de polinomios,
diremos que un elemento de E tiene grupo de Galois maximal si el orden de su grupo
de Galois es maximal respecto a los 6rdenes de los grupos de Galois de los elementos
de E. Por ejemplo, si E es el conjunto de todos los polinomios de K[T'] de grado < n,
entonces el grupo de Galois maximal es el grupo simétrico &,,.

Gracias a la gran criba, Gallagher obtiene en [4] una cota superior para el niimero
de polinomios ménicos de grado m > 2 fijo, grupo de Galois no maximal (es decir,
distinto de &,,,) y cuyos coeficientes son niimeros enteros de valor absoluto acotado
por N > 1. Una demostraciéon detallada de este resultado figura en [7]. Nuestro
objetivo es adaptarla etapa por etapa al caso de polinomios palindromos. La tinica
referencia para este resultado que conozco es [3], en la que los autores razonan de
forma algo distinta (eligiendo otros generadores que los del lema 7).

Se dice que un polinomio P de Z[T] de grado m es palindromo si es de la forma

m
P= Z aka con ag = Q. _j para todo 0 < k < m.
k=0

Designaremos por Pal,,(N) el subconjunto de Z[T] formado por los polinomios pa-
lindromos de grado 2m cuyo grupo de Galois no es maximal y cuyos coeficientes
estdn acotados por N, es decir, cumplen |ag| < N para todo 0 < k < 2m.

OBSERVACION. Podemos restringirnos a los polinomios de grado par. En efecto, si
el grado de P es impar, como las raices de un palindromo van por pares (o, a™ 1),
una raiz debe ser su propia inversa, de modo que se puede factorizar T — r con
r € {—1,1}. Se tiene entonces que P/(T — r) es un palindromo de grado par con
coeficientes enteros.

Nos proponemos demostrar el siguiente resultado:

TEOREMA 2. Para todo N > 1 y todo m > 2, se tiene
[Pal,,(N)| < m3(2N +1)™"2log N,

donde la constante implicita en < es absoluta.

Observemos que la cota del teorema es mejor que la cota trivial
[Pal,, (N)] < (2N + 1)

dada por el nimero de polinomios moénicos de grado 2m con coeficientes enteros en
el intervalo [—N, N]. La aplicaciéon de la gran criba a este tipo de problemas permite
mejorar un poco el exponente de 2N + 1 en la cota trivial haciendo aparecer un
factor logaritmico en N y un factor polinomial en m.
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En [3], los autores obtienen el mismo resultado asintdtico, pero sin precisar la
dependencia en m (el factor m?). En las paginas siguientes, presentamos una de-
mostracién detallada del teorema 2 que nos permitird revisitar todas las etapas de
la demostracién del teorema de Gallagher en [7].

2.1. EL GRUPO DE GALOIS MAXIMAL DE UN POLINOMIO PALINDROMO

La primera pregunta es cudl es el grupo de Galois maximal de un polinomio
palindromo irreducible. Presentamos las principales ideas del calculo, para cuyos
detalles el lector puede consultar [8].

PROPOSICION 3. Sea G el grupo de Galois mazimal de los polinomios palindromos
irreducibles de grado 2m. Entonces G forma parte de una sucesion eracta

{0y — (2/22)" — G — &,, — {0}.

DEMOSTRACION. Como P es irreducible, su grupo de Galois G acttia transitivamen-
te sobre el conjunto {a1,...,as,} de las raices de P. Como P es palindromo, « es
rafz de P siy solo si a # 0 y a~! también es raiz de P de la misma multiplicidad.
Podemos, por tanto, hacer actuar G sobre el conjunto de los pares {o,a~'} donde «
recorre las raices de P. Como este conjunto es de cardinal m, obtenemos un morfis-
mo 7: G — &,,. Para ver que este morfismo es sobreyectivo, primero se demuestra
(por recurrencia sobre m) que P se puede escribir como

pmy=1ma(r+2),

donde @ es un polinomio de grado m con coeficientes enteros. El grupo de Galois
de @ es igual a 7(G), de modo que la tnica forma de obtener G maximal es que se
cumpla la igualdad 7(G) = &,,, es decir, que 7 sea sobreyectivo. El niicleo de 7 estd
generado por las m trasposiciones con soportes disjuntos que intercambian cada raiz
y su inversa. Es, por tanto, isomorfo a (Z/2Z)™, como querfamos demostrar. O

PROPOSICION 4. Sea G el grupo de Galois mazimal de los polinomios palindromos
de grado 2m. Entonces la sucesion exacta

{0} — (Z2/22)" — G — &, — {0}
es escincida. En particular, G es el producto semidirecto
G~ (Z/22)" x &,,
y todo grupo de Galois de un polinomio palindromo de grado 2m tiene orden < 2™m].

DEMOSTRACION. Para construir una seccién, observemos que 7: G — &,, envia
g € G a la permutacién p, € &,, dada por

{an o} ot @),

3
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y definamos s: G,, — G como
8(0) = Yo, go’(ai) = Qg (4)-
Esta aplicacién es, en efecto, una seccién, puesto que

9oi04 (az) = Qg,05(i) = Yo (aag(i)) = 95,90 (041)

y que
™o S(U) = Tr(ga) = Pgo = ({aiaafl} = {ga(ai)vggl(ai)} = {ao(i)7a;(1i)}> =0,
lo cual concluye la demostracion. O

2.2.  EL GRUPO DE GALOIS MODULO ¢

Ahora que hemos precisado el enunciado del teorema 2, es momento de entender
por qué es razonable aplicar la gran criba para demostrarlo. Para ello, identificaremos
Pal,,,(IN) con un subconjunto Z de X = {—N,..., N}™. La criba (teorema 1) y la
cota superior para A de Huxley implican la desigualdad

Pal,,,(N)| < (V2N + 1+ L)*"H(Q, L)~

para todo L > 2. Falta encontrar una cota inferior para H. El hecho de que los
grupos de Galois se presten a ser cribados médulo ¢ es una consecuencia de un
famoso teorema de Dedekind (véase, por ejemplo, [5, théoréme 10.4.4]).

TEOREMA 5 (Dedekind). Sean P € Z[T] un polinomio mdnico irreducible de grado
m y £ un nimero primo. Designamos por P € Fy[T] la reduccién de P médulo ¢ y
por Go(P) (resp., Gg,(P)) el grupo de Galois de P (resp., de P). Si P es separable
(es decir, tiene raices simples en una clausura algebraica de Fy), entonces:

1. Eziste una inyeccion

Gr,(P) = Go(P) (— 6,,) .

2. Si, ademds, P = Py ---P,, es producto de m polinomios Py,...,P,, y, para
todo 1 < i < m, el polinomio P; es producto de n; > 0 polinomios maonicos
irreducibles de grado i, todos ellos distintos, entonces Go(P) C &,, contiene
una permutacion o cuya descomposicion en ciclos de soporte disjunto posee n;
ciclos de longitud i para todo 1 < i < m.3

Este bello teorema relaciona el grupo de Galois de un polinomio con el de su
reduccién médulo ¢, hasta el punto de implicar la existencia de un elemento de Gg(P)
de un cierto tipo ciclico en funcién de la factorizacién de P en polinomios irreducibles.
Observemos que esta factorizacion estda intimamente ligada al tipo ciclico de una
permutacién de &,,, como veremos en el momento de enumerar los polinomios que
se factorizan de un cierto modo en Fy[T] (proposicién 9).

El teorema de Dedekind se aplica gracias al siguiente resultado:

3Diremos entonces que o tiene tipo ciclico (N1, m)-
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LEMA 6 (Jordan). Si P € Z[T) es irreducible, su reduccion P € Fy[T] es separable
para todo £ salvo un numero finito.

DEMOSTRACION. Sean P € Z[T] un polinomio irreducible y £ un ntimero primo.
Designamos por (P, P’) el polinomio ménico de mayor grado que divide a P y a su
derivada P’ en Z[T]. Como P es irreducible en Z[T] y, por definicién, (P, P’") divide
a P, las tnicas dos posibilidades son (P, P’) = P o (P,P’) = 1. Como P’ no puede
dividir a P, se deduce que P y P’ son coprimos en Z[T]. Reduciendo médulo ¢ se
obtiene que P y P’ = P son coprimos en F,[T]. Por tanto, si £ no divide al grado
de P, entonces P € Fy[T] es separable. De ahi se sigue el resultado, puesto que hay
solo un nimero finito de primos ¢ que dividen al grado de P. O

Gracias al teorema de Dedekind, basta con conocer una condicién suficiente sobre
la descomposicién en ciclos de soporte disjunto de los elementos de K C Gg(P) para
garantizar la igualdad K = Gg(P). Podremos entonces cribar estimando el nimero
de polinomios en F;[T] que poseen la descomposicién correspondiente. Es el objetivo
del siguiente resultado:

LEMA 7. Para que el grupo de Galois G de un polinomio palindromo P € Z[T] de
grado 2m, mdnico e irreducible, sea maximal (es decir, de orden 2™m!), basta con
que G contenga:

1. La composicion 1 o o de un p-ciclo v1, con p primo y m/2 < p < m, y del
p-ciclo vo con soporte disjunto de y1 unicamente determinado por ;.

2. La composicion T10Te de una trasposicion 11 y de la trasposicion 7o con soporte
disjunto de T Unicamente determinada por 7.

3. Una trasposicion Tg.

DEMOSTRACION. Recordemos la igualdad

- 1
P=T Q<T+T),

donde @ € Z[T) es de grado m. Se sigue que

1 1
K:@<a1+,...,am+>/(@
aq Qo

es un cuerpo de descomposicion de @) sobre Q, donde hemos elegido oy, ..., a,, de
modo que no existan 1 < ¢ < j < m tales que a; = ozj_l. El grupo de Galois de @

es, por tanto,
1 1
H = Gal (Q (a1+7~-~7am+)/(@> .
ap am

Como @ es de grado m, se tiene |H| < m!. Por otra parte, |G| estd acotado por

|G| < |H|[L : K],
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donde L es la extensiéon L = Q(ai,...,a,;). Como L = K(ag,...,qy), donde
o; + a;l € L para todo 1 < i < m, se cumple [L : K] < 2™. Teniendo en cuenta
la desigualdad |G| < 2™m! de la proposicién 4, para que G sea maximal basta con
tener igualdad en las dos desigualdades [L : K] < 2™ y |H| < ml.

Empecemos por la igualdad |H| = m!. Como P es, por hipétesis, irreducible
sobre QQ, también lo es el polinomio @, de modo que H es un subgrupo transitivo
de &,,. En [4], Gallagher demuestra, utilizando la teoria de grafos, que para que un
subgrupo transitivo de &,,, sea maximal, basta con que contenga un p-ciclo v con
p primo tal que m/2 < p < m y una trasposicién 7. Ahora bien, H se inyecta en
G «simetrizandoy, es decir, viendo o € H C &,, como el elemento ¢’ € G, que
actia como o sobre {1,...,m} y sobre {m + 1,...,2m} (visto como {1,...,m}).
Este elemento es un producto de dos permutaciones de soporte disjunto con el mismo
tipo ciclico que o. Tomando ' = ~y; o5 y 7/ = 71 0 79, se obtienen las partes 1 y 2
del enunciado.

Por lo anterior, podemos suponer que H ~ &,,, es maximal. Ocupémonos ahora
de la igualdad [L : K| = 2™. Para que se cumpla, basta con que G contenga m
trasposiciones (1), ... 7(™) con soportes disjuntos (lo cual es posible puesto que G
es un subgrupo de &s,,) que correspondan a los intercambios {a;, a; '} « {ay, ozj_l}
para i # j. Esta condicién es automética en cuanto G contiene una de estas traspo-
siciones, pongamos 7. En efecto, como tenemos una sobreyecciéon de G en &,,, dada
por la accién de G sobre los pares {a;, a;l}, To Se envia a una trasposicién 79 € G,,,.
Tgual que en la demostracion de la proposicion 4, sea 7: G — &,,. Sabemos que
existe s: 6, — G tal que m o s = id. Como todas las trasposiciones de &,, son
conjugadas entre si, 7y es conjugada a todas las trasposiciones de &,,,. Aplicando s,
se obtiene para todo 1 < ¢ < m un elemento o; € G tal que 7@ = 01‘7'00';1 € d.
Esto completa la parte 3 del enunciado. O

OBSERVACION. FEsta demostracion del lema 7 reposa sobre un lema utilizado por
Gallagher en la demostracion de su teorema. En [3], los autores utilizan un truco
para evitar este lema.

2.3. UNA ETAPA INTERMEDIA: EL CASO DE LOS POLINOMIOS REDUCIBLES

Todo lo anterior es solo valido cuando el polinomio P es irreducible, puesto
que hemos utilizado de manera crucial el hecho de que el grupo de Galois actia
transitivamente sobre el conjunto de raices. Sea R,,(N) el conjunto de polinomios
palindromos reducibles de grado 2m cuyos coeficientes son enteros acotados por un
mismo N > 1. Escribamos

Palm(N) = Rm(N) U Im(N)a

donde I,,(N) es el subconjunto de los polinomios irreducibles de grupo de Galois
no maximal. Las técnicas de la seccién anterior nos permitiran acotar el cardinal de
I,(N). En cuanto a R,,(N), la gran criba nos da el siguiente resultado:

TEOREMA 8. Para todo N > 1 y todo m > 2, se tiene

IR, (N)| < m?(2N +1)™1/21og N,
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donde la constante implicita en < es absoluta.

DEMOSTRACION. Identifiquemos R,,(N) con un subconjunto Z' de {—N,... N}™.
Si P € Z[T] es un polinomio palindromo ménico reducible de grado 2m, también
lo son todas sus reducciones P € F,[T] médulo ¢. Resulta entonces natural tomar
por € el conjunto de los palindromos de grado 2m en F,[T] que son ménicos e
irreducibles. Tomando vy la probabilidad uniforme, basta con enumerar los elementos
de Qg:

s 3 ¢gm/dy(d)  sim no es una potencia de 2,

2m
‘Qd = d|m, d impar

(0™ —1) si m es una potencia de 2,
donde p designa la funcién de Mobius. La demostracion de este resultado es similar
a la de la férmula para el nimero de polinomios ménicos irreducibles en F,[T], que
reposa sobre la factorizacién de T — T. En el caso de ||, se utiliza el polinomio
T+ — 1 (véase [10] para los detalles). En particular,

1
Q —fm
[ > o
y, por tanto,
Q\ 1\' 2m
H(Q,L)"' < |— — = ——.
eut< (M) <(Tw) -25
<L
Combinando esta informacién con 7(L) > ﬁ, se obtiene
log L
L )
donde la constante implicita en la notacién < es absoluta. La gran criba da
log L
IRp(N)| < (V2N +1+1)"" 2 zg . (6)

Falta optimizar la eleccién de L. Buscamos L de la forma L = m?+/2N + 1, para op-
timizar la cota superior (comparar con el primer factor de (6)), con 8 por determinar.
Sustituyendo L por este valor se obtiene la cota (salvo una constante absoluta)

H(Q,L) ' <m

1
(2N + 1)7”_% (1 +mP)2mm!=~ (5 logm + 3 log(2N + 1)) .

Debemos elegir 3 negativo para que el factor (14 m?)2™m!'=# no explote, pero
no «demasiado negativo», pues entonces explotarfa el factor m!'~#. Como en el caso
del teorema de Gallagher original, parece razonable tomar g = —1, lo que da

IR (N)| < m?(2N +1)""/21og N

siempre y cuando se cumpla la desigualdad |Slogm| = |logm| < log(2N + 1). Si
m < 2N + 1, hemos terminado. Si m > 2N + 1, se tiene entonces

m2(2N 4+ 1)""1/21og N > (2N 4 1) 2712 10g N,

que es peor que la cota trivial (2N + 1)™. En ambos casos se tiene el resultado. [
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2.4. FIN DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA

Retomando las notaciones de la seccién anterior, nos gustaria acotar el cardinal
de I,,(N). Sea

1. F; el conjunto de los palindromos ménicos de grado 2m con coeficientes enteros
acotados por N cuyo grupo de Galois no contiene ninguna composiciéon 7; o 7o
de dos trasposiciones, con 7o determinada por 7.

2. Ej5 el conjunto de los palindromos ménicos de grado 2m con coeficientes enteros
acotados por N cuyo grupo de Galois no contiene ninguna composiciéon 7; oy,
de dos p-ciclos con p primo, m/2 < p < m y 2 determinado por ;.

3. Ej5 el conjunto de los palindromos ménicos de grado 2m con coeficientes enteros
acotados por N cuyo grupo de Galois no contiene ninguna trasposicién.

El lema 7 implica la inclusién
Im(N) Cc F1UFE>,U E5.

Usando el teorema de Dedekind (teorema 5), nos bastard con aplicar de nuevo
la gran criba. Para ello necesitamos contar los palindromos en F,[T] con una facto-
rizacién en polinomios irreducibles correspondiente a los tipos ciclicos que queremos
cribar (los asociados a Ey, Ea y E3). Recordemos que X = {—N, ..., N}™.

En el caso de E; escribimos
E; c S(X,0W, £%),

tomando como Qél) el conjunto de los palindromos de grado 2m en F[T] cuya
factorizacién en polinomios irreducibles contiene exactamente dos factores de grado
2 que se determinan el uno al otro, y el resto de factores de grado impar.

En el caso de E9 escribimos

Ey C S(X,02 %)

tomando como Qf) el conjunto de los palindromos de grado 2m en F¢[T] cuya
factorizacién en polinomios irreducibles contiene dos factores de grado primo p con
m/2 < p < m, que se determinan el uno al otro.

En el caso de E3 escribimos

Es C S(X,0®) £*)

tomando como QES) el conjunto de los palindromos de grado 2m en Fy[T] cuya
factorizacién en polinomios irreducibles contiene exactamente un factor de grado 2
y el resto de factores de grado impar.

Llegado este punto, nos falta estimar el nimero de polinomios palindromos moéni-
cos de grado 2m en F[T'] de un tipo ciclico determinado. Como en [10], comencemos
observando que el tnico palindromo moénico irreducible de grado impar en Fy[T] es
T +1, y que este factor no aparece en la descomposicién de un palindromo de grado
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2m en producto de polinomios irreducibles (segin el lema 6, su multiplicidad deberia
ser 1, lo cual contradice el hecho de que el grado 2m sea par). La «particién» de
2m asociada a la descomposicién de un palindromo de grado 2m como producto de
irreducibles es, por tanto, de la forma

2m = 2nq + 4ng + 6nsg + - - - + 2mn,, (n; > 0). (7)
PROPOSICION 9. Sea wy(ny,...,nm) el nimero de polinomios palindromos en Fy[T]
de grado 2m cuya factorizacion en irreducibles corresponde al tipo ciclico (ny, ..., npy,).

Para 0 suficientemente grande, se tiene

m m 1 3 an om m 1
—_— —_— 1—-- Swe(ny,...,ny) < .
Qan <k1:[1 k”knk!> ( ﬁ) g( ! ) 2an (g k”knk!>

OBSERVACION. El producto que aparece en esta férmula es la probabilidad de que un
elemento de &, tenga tipo ciclico (n1,...,Npy).

DEMOSTRACION. Es fAcil ver que el conjunto de polinomios palindromos es estable
para el producto y que todo palindromo se factoriza como producto de palindromos
irreducibles. Considerando la igualdad (7), se deduce la expresién

we(na, ..., ) = ﬁ (j“’ k)), (8)

n
k=1 k

donde j(¢,k) designa el ntimero de palindromos ménicos irreducibles de grado 2k
sobre Fy[T]. Como sabemos calcular j(¢, k) explicitamente, podemos acotarlo para

¢ suficientemente grande:
o 1 o
—(1—=] <jll,k) < —.
ok ( £> IR < 5
1. La cota superior es evidente a partir de lo anterior.

2. Para obtener la cota inferior, se descompone k = QO‘qf L...gP en factores
primos. Los divisores de k en los cuales la funcién de Mobius no se anula son
los divisores de 2¢; - - - ¢.. Como solo nos interesan los impares, quedan solo los
divisores de gy -+ - qr, y k/d = 200 7 ... gBr—=r con &; € {0,1}.

a) O bien k > 3 no es una potencia de 2 y tenemos
1 1 1
i(0k) = — lAp(d)y = —0F + — 5(d
Jk)=op D ud) = o S0 (),
dlk d|k,d>1

d impar impar

es decir,

k
j(gk)>igk_i§ gk/d>ﬁ 1-k i
’ 2k 2k 2k Ve

donde la suma estd tomada sobre los divisores d > 1 de k impares sin
factor cuadrado.
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b) O bien k = 2% y tenemos

ok 1 ok 1
—— > = (1-=.
I k) = 2k (1 ek) ~ 2k (1 z)

Observemos que la cota del caso b) es también valida en el caso a) para £
suficientemente grande, en vista de la equivalencia

k (1)k <! e k2T
\/Z \[ N

1
La condicién de la derecha se cumple para todo £ > k*72=T (en particular, para
todo k impar). Para estos £ (de los que hay una infinidad), se tiene

jens (1)

De ello se deduce que también sabemos estimar (J @ k)) para £ suficientemente grande:
1. La cota superior es inmediata:

(j(&k)> _JGR)GER) = 1) GGR) e+ 1) L

< .

2. Para obtener la cota inferior, escribimos

(j(fa k)) _ KGR = 1) - (G4 k) —ng £+ 1)

nk ng!
gene TR 1 2]€]
> g (175770 )
=0
Como 25k < 2k? < 2052 se tiene
- kny nE—1 kny Nk
J, k) 14 H > / . 3 .
Nk 2"’\ k"knk' =0 2nk ey, J4
Para concluir utilizamos (8). O

Para estimar los cardinales de Qg1)7 QEZ) y Qf), basta simplemente con estimar

la densidad en el grupo simétrico &,,, de los tipos ciclicos asociados.

1. En el caso le), observamos que formalmente se tiene

23 p2(n—1)+1
oo () +ow (5 57)

( Z ,Til) ( Z 32 ) ( Z x(2("—1)+1)’in )

= .7| ii-' DY — in - ' .

>0 120 31! >0 (2(n —1) 4+ 1)ingy,!
pirt3iat+(2(n—1)+1)in

n,(il ..... in
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Para la tnica bitrasposicién (resp., trasposicién) en el caso de E; (resp., de Ej3),
la densidad buscada vale, por tanto, 1/4 (resp., 1/2), que multiplica al coefi-
ciente de 22™~2 en esta serie. Lo calculamos escribiendo

23 22(n—1)+1 2041
exp(x) exp (3) - exXp (2(71—1)4‘1> T = eXp (g 2 + 1)

_exp(/ ;t%dt) —exp</ 1_1t2 dt>
—on ([ (m3rw) %) oo (s (55))
= \/% =(1 +x)kz>0 (Sg;Q 2",

Finalmente, se sigue de la férmula de Stirling que la densidad buscada es
equivalente a 1/(4y/mm) (resp., a 1/(2v/2mm)) cuando m tiende a infinito.

2. En el caso de Qf), usando la subaditividad de las medidas de probabilidad, la
densidad buscada es igual a
>

m/2<p<m p

v la estimacién clasica de Mertens

1 1 1
Z:loglogm+’y+z<log<l—>+) +0
p » p

psT p

1
logz )’

Utilizando la proposiciéon 9 y la criba, se obtienen las estimaciones

1 L
[Er] < (VEN +1+ L)?"v/m =2
1 L
|Bs| < (VAN +1+ L)*" (logm) 2=,
|Es| < (V2N + 1+ L)*™V/m

1ogL
para L > 2 suficientemente grande.

implica que esta densidad es O (1/logm).

FIN DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Juntando todos los resultados ante-
riores, se obtiene la estimacion

m log L
[Paly, (V)] < m*(2N +1)""/21og N + (logm +2v/m) (V2N + 1+ )" 2=,

Tomemos primero L de la forma f(m)v/2N + 1. El segundo sumando en la cota
superior es, entonces,

<10gm +2ym

LRI (N 1" () og( ) VEN T T,
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Para optimizar, queremos que el factor (logm + 2v/m)/f(m) no crezca demasiado
rdpidamente con m, y que el factor (14 f(m))?™ y el factor logarftmico permanezcan
acotados. Tomando f(m) = 1/m se obtiene

|Pal,, (N)| < m?(2N 4+ 1)""Y2log N

+ (mlogm + m3/2) (2N 4 1)m~1/2 1og<2]7\;+1>.

Ahora bien, para m < v2N + 1, el primer sumando posee una cota del orden de
(2N 4 1)™+1/2 asi que la eleccién f(m) = 1/m no es la buena. Tomemos més bien
f(m) = 1/m?. Si m? < V2N + 1, el orden de magnitud del primer sumando es el
bueno y el factor logaritmico esta acotado. Comprobemos que la cota superior sigue
siendo valida para m? > v/2N + 1. En este caso, el factor logaritmico crece en valor
absoluto con m y, como la cota es peor que la cota trivial, es valida. Asi obtenemos,
finalmente,

|Pal,,(N)| < m3(2N +1)™"2log N |,

que es lo que queriamos demostrar. O

2.5. CONCLUSION

Hemos ilustrado el principio de la gran criba por medio de una adaptacién del
teorema de Gallagher a los polinomios palindromos. En el caso de los polinomios
reducibles, Van der Waerden demuestra en [15] un resultado mds preciso que Ga-
llagher sin utilizar la criba: la cota obtenida involucra (2N + 1)™~! en lugar de
(2N + 1)m_1/2. El problema de obtener la potencia m — 1 en el caso de polinomios
de grupo de Galois no maximal sigue atn abierto, y ha sido objeto de trabajos re-
cientes en ciertos casos particulares (véase, por ejemplo, [1]). Todo ello plantea la
pregunta de hasta qué punto es posible obtener, usando la gran criba, una cota en
(2N +1)™~! para todos los polinomios palindromos.

REFERENCIAS

[1] S. CHOW Y R. DIETMANN, Enumerative Galois theory for cubic and quartics,
Adv. Math. 372 (2020), 107282, 37 pp.

[2] H. DAVENPORT Y H. HALBERSTAM, The values of a trigonometrical polyno-
mial at well spaced points, Mathematika 13 (1966), 91-96; Corrigendum and
Addendum, Mathematika 14 (1967), 229-232.

[3] S. Davis, W. DUKE Y X. SUN, Probabilistic Galois theory of reciprocal poly-
nomials, Exposition. Math. 16 (1998), 263-270.

[4] P. X. GALLAGHER, The large sieve and probabilistic Galois theory, Analy-
tic number theory (Proc. Sympos. Pure Math., Vol. XXIV, St. Louis Univ.,
St. Louis, 1972), 91-101. Amer. Math. Soc., Providence, R.1., 1973.

[5] D. HERNANDEZ Y Y. LAszLo, Introduction d la théorie de Galois, Editions de
I’Ecole Polytechnique, 2012.



LA GACETA * SECCIONES 147

[6]

[7]

M. N. HuxLEY, The large sieve inequality for algebraic number fields, Mathe-
matika 15 (1968), no. 2, 178-187.

E. KowALsKl, The large sieve and its applications. Arithmetic geometry, ran-
dom walks and discrete groups, Cambridge Tracts in Mathematics 175, Cam-
bridge University Press, Cambridge, 2008.

P. LINDSTROM, Galois theory of palindromic polynomials, MS thesis, University
of Oslo, 2015; disponible en https://www.duo.uio.no/bitstream/handle/
10852/45298/Pial.indstromMasteroppgave.pdf.

Y. V. LINNIK, The large sieve, C. R. (Doklady) Acad. Sci. URSS (N.S.) 30
(1941), 292-294.

H. MEYN Y W. GOTZ, Self-reciprocal polynomials over finite fields, Séminaire
Lotharingien de Combinatoire (Oberfranken, 1990), 82-90, Publ. Inst. Rech.
Math. Av. 413, Univ. Louis Pasteur, Strasbourg, 1990.

H. L. MONTGOMERY, The analytic principle of the large sieve, Bull. Amer.
Math. Soc. 84 (1978), no. 4, 547-567.

H. L. MoNnTGOMERY Y R. C. VAUGHAN, The large sieve, Mathematika 20
(1973), no. 2, 119-134.

A. SELBERG, On an elementary method in the theory of primes, Norske Vid.
Selsk. Forh., Trondhjem 19 (1947), no. 18, 64—67.

G. TENENBAUM, Introduction d la théorie analytique et probabiliste des nom-
bres, Belin Education, 2008.

B. L. vAN DER WAERDEN, Die Seltenheit der reduziblen Gleichungen und der
Gleichungen mit Affekt, Monatsh. Math. Phys. 43 (1936), no. 1, 133-147.

MATHIEU DA SILVA, DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES, ECOLE NORMALE SUPERIEURE PARIS-
SACLAY, 4 AVENUE DES SCIENCES, 91190 GIF-SUR-YVETTE, FRANCE
Correo electrénico: mathieu.da_silva@ens-paris-saclay.fr


https://www.duo.uio.no/bitstream/handle/10852/45298/PiaLindstromMasteroppgave.pdf
https://www.duo.uio.no/bitstream/handle/10852/45298/PiaLindstromMasteroppgave.pdf

	La gran criba
	Un poco de historia
	Axiomatización de la gran criba
	La desigualdad de la gran criba
	Cómo aplicar la gran criba

	Un teorema de Gallagher para polinomios palíndromos
	El grupo de Galois maximal de un polinomio palíndromo
	El grupo de Galois módulo 
	Una etapa intermedia: el caso de los polinomios reducibles
	Fin de la demostración del teorema
	Conclusión


