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La identidad de Amitsur-Levitzki

La sorprendente identidad de Amitsur-Levitzki afirma que 2n matrices cuales-
quiera Yj ∈ Mn×n(R) siempre verifican∑

σ
sgn(σ)Yσ(1) · · · Yσ(2n) = 0

donde σ recorre las permutaciones de {1, 2, . . . , 2n}. Aquí se esboza la breve prueba
de S. Rosset [2], en contraste con la original que requería un artículo de 15 páginas [1].

Sea B ∈ Mn×n(Q) y
∑n

j=0 ajλn−j su polinomio característico mónico. Se tiene

Bn = −
n∑

j=1
ajBn−j =

n∑
j=1

1
j

j∑
k=1

aj−k Tr(Bk)Bn−j con Tr la traza. (1)

La primera igualdad viene del teorema de Cayley-Hamilton y la segunda igualdad
de las identidades de Newton sobre polinomios simétricos, porque aj son funciones
simétricas en los autovalores de B (en C) y Tr(Bk) es la suma de las potencias
k-ésimas de dichos autovalores.

Las igualdades de (1) se extienden a B ∈ Mn×n(R) para cualquier anillo conmu-
tativo R que contenga a Q porque podríamos considerar los elementos de B variables
y en cada posición tendríamos identidades polinómicas. Lo aplicaremos cuando R
es el álgebra sobre R generada por 1 y los productos exteriores dxi1 ∧ · · · ∧ dxi2k

de un número par de diferenciales en R2n que, gracias a esa paridad, es un anillo
conmutativo con el producto ∧.

Sea la «1-forma matricial» A =
∑2n

j=1 Yj dxj . De Tr(YjYk) = Tr(YkYj) se deduce
Tr(A2) = 0 y, en general, por la invariancia de la traza por permutaciones cíclicas,
Tr(A2k) = 0 (ya que dxi1 ∧ · · · ∧ dxi2k

se cancela con dxi2k
∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxi2k−1).

Eligiendo B = A2 ∈ Mn×n(R) en (1) se obtiene A2n = 0 y, como

A2n =
∑

σ
sgn(σ)Yσ(1) · · · Yσ(2n) dx1 ∧ · · · ∧ dx2n,

el resultado queda probado.
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