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La identidad de Amitsur-Levitzki

La sorprendente identidad de Amitsur-Levitzki afirma que 2n matrices cuales-
quiera Y; € M,,»,,(R) siempre verifican

ZU sgn(0)Yy1) - - Yo(an) =0

donde o recorre las permutaciones de {1,2,...,2n}. Aqui se esboza la breve prueba
de S. Rosset [2], en contraste con la original que requeria un articulo de 15 paginas [1].
Sea B € Muxn(Q) v Z?:o aj)\”_j su polinomio caracteristico ménico. Se tiene

n

n , 1 J ]

B" = — E a;B"77 = E - g a;_x Tr(B*)B"™I con Tr la traza. (1)
, J
j=1 k=1

La primera igualdad viene del teorema de Cayley-Hamilton y la segunda igualdad
de las identidades de Newton sobre polinomios simétricos, porque a; son funciones
simétricas en los autovalores de B (en C) y Tr(B*) es la suma de las potencias
k-ésimas de dichos autovalores.

Las igualdades de (1) se extienden a B € M,,x,,(R) para cualquier anillo conmu-
tativo R que contenga a QQ porque podriamos considerar los elementos de B variables
y en cada posiciéon tendriamos identidades polindmicas. Lo aplicaremos cuando R
es el algebra sobre R generada por 1 y los productos exteriores dx;, A --- A dxzi,,
de un ntmero par de diferenciales en R?" que, gracias a esa paridad, es un anillo
conmutativo con el producto A.

Sea la «1-forma matricialy A = 2311 Y; dz;. De Tr(Y;Y) = Tr(Y:Y;) se deduce
Tr(A?) = 0 y, en general, por la invariancia de la traza por permutaciones ciclicas,
Tr(A%*) = 0 (ya que dz;, A --- Adxy,, se cancela con da;,, Adxi, A+ Adzi, ).
Eligiendo B = A% € M, (R) en (1) se obtiene A" =0 y, como

A% — ZU SgH(O’)YU(l) e Yg(gn) dzy A --- Adzxay,

el resultado queda probado.
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