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Jonathan (Jon) Lazare Alperin es un matemadtico estadounidense nacido en 1937.
Alperin se gradu6 en la Universidad de Harvard en 1956 y se doctoré en la Univer-
sidad de Princeton bajo la tutela de G. Higman en 1961. Desde 1971 es profesor en
la Universidad de Chicago.

La influencia de Alperin en la teoria de grupos finitos es innegable y se refleja en
resultados como su teorema de fusién, que explica las propiedades de conjugacion de
subconjuntos de un subgrupo de Sylow en un grupo finito, o el teorema de Alperin-
Feit-Thompson, que determina la estructura de un grupo de orden potencia de 2
en funciéon de su nimero de involuciones. Destacan también sus trabajos en teoria
de la representacién local, bloques y sistemas de fusién. Entre los problemas mas
importantes que ha propuesto se encuentra su conjetura de pesos, conocida también
como AWC por sus siglas en inglés (Alperin Weight Conjecture).

1. LA FILOSOFiA GLOBAL-LOCAL

La conjetura de pesos de Alperin es un enunciado de tipo global-local. En teoria
de grupos finitos, los p-subgrupos locales de un grupo G son sus p-subgrupos no
triviales y los normalizadores de estos. Por supuesto, los subgrupos locales mas
importantes son los subgrupos de Sylow y sus normalizadores. La idea que subyace
a la filosofia global-local es que ciertas propiedades de un grupo, ligadas a un cierto
primo p que divide a su orden, determinan y estan determinadas por propiedades de
sus p-subgrupos locales. Un ejemplo paradigmatico de esta filosofia es el teorema de
p-nilpotencia de Frobenius. Se dice que un grupo finito G es p-nilpotente si existe
un subgrupo normal N de G de forma que G = NPy NN P =1, donde P es un p-
subgrupo de Sylow de G. En otras palabras, G es isomorfo a un producto semidirecto
N x P, donde N es un subgrupo de orden no divisible por p sobre el que actia un
p-grupo P.
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Recordamos que el normalizador Ng(H) de un subgrupo H < G es el conjunto
de elementos g € G tales que P9 = P. Es decir, Ng(H) es el mayor subgrupo de G
en el que H es normal.

TEOREMA 1 (Frobenius). Sea G un grupo finito y p un nidmero primo. El grupo
G es p-nilpotente si, y solo si, Ng(Q) es p-nilpotente para cada p-subgrupo @ > 1
de G.

Este teorema nos dice que la p-nilpotencia de un grupo es una propiedad lo-
cal. Queremos destacar que la condicién sobre los normalizadores en el teorema de
Frobenius debe ser verificada para cada p-subgrupo no trivial, y no solo para un
p-subgrupo de Sylow. De hecho, gran parte de los grupos finitos simples satisface
que Ng(P) = P donde P es un 2-subgrupo de Sylow de G.

En teoria de representaciones de grupos finitos existe una serie de conjeturas
de tipo global-local con profundas conexiones entre si conocidas como conjeturas
de conteo (Counting Conjectures en inglés). La idea, en este caso, es contar ciertos
invariantes numéricos de un grupo asociados a sus representaciones estudiando tni-
camente las representaciones de sus subgrupos locales. Tenemos que pensar que la
estructura normal de los subgrupos locales es més rica que la del grupo original. El
ejemplo extremo es el caso de los grupos simples. La conjetura de pesos de Alperin
[2] es una de estas conjeturas de conteo, como también lo son la conjetura de McKay
[17] v la conjetura ordinaria de Dade [6].

2. REPRESENTACIONES Y CARACTERES

Para poder adentrarnos en el misterioso mundo de las conjeturas de conteo debe-
mos introducir brevemente dos de los principales objetos de estudio de la teoria de
representaciones de grupos finitos: las representaciones y los caracteres. El proposito
bésico en teoria de representaciones de grupos finitos es estudiar los grupos a través
de sus acciones lineales sobre espacios vectoriales finito-dimensionales. Por cuestio-
nes técnicas consideraremos siempre que estos espacios vectoriales estan definidos
sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado.

2.1. REPRESENTACIONES

Una representacion de G es un homomorfismo
p: G — GL,(K).

Cuando K tiene caracteristica cero (en esta nota K = C) decimos que p es una
representacion ordinaria. Cuando K tiene caracteristica p > 0 decimos que p es
una representaciéon modular. R. Brauer introdujo los bloques como método para
estudiar simultaneamente las representaciones ordinarias y modulares de un grupo
dado. Aunque no pretendemos ahondar en la teoria de bloques en esta exposicion,
haremos algunos apuntes sobre ella en la seccién 3.3.1.

Una representacion induce una accién del grupo sobre el espacio vectorial subya-
cente V = K",y cada accion lineal sobre un K-espacio vectorial V finito-dimensional
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tiene asociada una representacién tras la eleccién de una base de V. Dos represen-
taciones asociadas a la misma accién lineal sobre V' se dicen equivalentes. Es decir,
p v p' son equivalentes si existe una matriz invertible M sobre K de modo que
0'(g) = M~1p(g)M para cada g € G.

Una representacion p: G — GL,, (K) se dice irreducible si la accién de G sobre K™
que induce no tiene subespacios invariantes propios. Si p es ordinaria, esto es equi-
valente a que K™ se descomponga como suma directa de subespacios G-invariantes
por un teorema de Maschke.

A partir de ahora, fijamos un ntimero primo p arbitrario. Denotaremos por k(G)
y I(G) el ntimero de clases de equivalencia de representaciones irreducibles ordina-
rias y modulares, respectivamente. Los invariantes k(G) y [(G) pueden calcularse
atendiendo tnicamente a la estructura del grupo: k(G) es el nimero de clases de
conjugacién de G por un teorema de Wedderburn, mientras que [(G) es el ntmero
de clases de conjugacién de elementos de G de orden no divisible por p (elementos
p-regulares de ) segtin prob6 R. Brauer.

La conjetura de pesos de Alperin propone un método para calcular [(G) contando
un invariante especifico en los normalizadores de p-subgrupos de G (casi localmen-
te, porque no excluimos al p-subgrupo trivial). Existen diversas formulaciones de
esta conjetura (en términos de caracteres, médulos, sumas alternadas, sistemas de
fusién, etcétera). En esta exposicién comenzaremos presentando una formulacién en
términos de caracteres.

2.2. CARACTERES

Dada una representaciéon ordinaria p: G — GL,(C), el cardcter que esta origina
es la funcién x: G — C dada por la traza de p. Esto es, x(g) = Traza(p(g)) para
cada g € G. Como p(g) € GL,(C) tiene orden finito, entonces p(g) es diagonalizable
y el valor x(g) es una suma de raices de la unidad. El valor mas importante de un
caracter es su grado, la evaluacion del caracter en el elemento trivial de G. El grado
x(1) de x, por tanto, se corresponde con la dimensién de cualquier representacion
que origina x.

Representaciones equivalentes originan el mismo caracter puesto que la traza es
un invariante de semejanza. Atin mas, el caricter determina la representaciéon que
lo origina en el sentido de que dos representaciones originan el mismo caracter si, y
solo si, son equivalentes.

Decimos que un cardcter x es irreducible, y escribimos x € Irr(G), si x estd
originado por una representacion irreducible. Esto es equivalente a que x no pueda
escribirse como a+ 3 con « y f caracteres de G. Por todo lo que hemos comentado
se sigue que

| Irr(G)| = k(G).

Los grados de caracteres irreducibles satisfacen propiedades numéricas fascinantes,
entre ellas destacamos
2
> x(1)’ =G

x€Irr(G)
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x() Gl (1)

Es decir, la suma de los cuadrados de los grados de los caracteres irreducibles es
igual al orden del grupo y los grados de caracteres irreducibles dividen al orden del
grupo.

Los caracteres lineales de G son aquellos que tienen grado 1 (y que, por tanto,
coinciden con la representacion que los origina). El conjunto de caracteres lineales
se denota por Lin(G). Evidentemente Lin(G) C Irr(G). Ademds, se cumple que

Lin(G) = |G : G|,

donde G’ = [G,G] es el subgrupo derivado de G. En particular, un grupo G es
abeliano si, y solo si, todo caracter irreducible es lineal. También vemos que G es
perfecto (es decir, G = G’) si, y solo si, el tnico cardcter lineal del grupo es el
caracter principal 14 asociado a la accién trivial de G sobre C.

Una definicién importante para esta exposicién, ligada a la nocién de grado y
relativa a un primo fijado p, es la de defecto de un caracter x € Irr(G). Fijemos,
por tanto, un primo p y supongamos que |G| = p®m, con (p,m) = 1. Dado un
cardcter x € Irr(G), por la ecuacién (1) sabemos que |G|/x(1) € Z. Por tanto,
1 < |G|/x(1) = p? < p®. Decimos entonces que x tiene defecto d. Como el lector
habra notado, la nociéon de defecto de un caracter irreducible depende del primo p.
Si queremos hacer explicita esta dependencia, porque pueda haber lugar a confusion,
hablaremos de p-defecto de un caracter. Sin embargo, a lo largo de esta exposicion
consideraremos sobrentendido el primo p con respecto al que trabajamos. Dado un
entero no negativo d, denotaremos por kq(G) al ntimero de caracteres irreducibles
de G con defecto d. Es decir,

kq(G) = |{X € Irr(G) | (x(1),p%) :pafd}}.
Vemos que kq(G) = 0 siempre que d > a y también que
K(G) = ko(G) + -+ + ka(G).

Los casos extremos en cuanto a defecto son los caracteres con defecto cero, que
estudiaremos en el proximo apartado, y los caracteres con defecto maximal. Estos
ultimos son exactamente los caracteres cuyo grado es no divisible por p. La conje-
tura de McKay establece que el invariante k,(G) es local. Ain més, propone que
es suficiente conocer su valor en el normalizador de un p-subgrupo de Sylow para
conocer su valor global.

CONJETURA DE McKAY. Sea G un grupo finito y p un nimero primo. Supongamos
que |G| = p®m con (p,m) = 1. Entonces

ka(G) = ka(Na(P)).

La conjetura de McKay atrajo inmediatamente el interés de la comunidad mate-
matica. A pesar de haber sido verificada para una gran cantidad de familias de grupos
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finitos (todos los simples, simétricos, resolubles, etc.), hasta 2007 no se presenté un
método que aspirara a probar la conjetura en total generalidad. Este método, pro-
puesto por I. M. Isaacs, G. Malle y G. Navarro en [10], ha dado como fruto uno de
los resultados més importantes de la teoria de representaciones del presente siglo:
G. Malle y B. Spéth [16] han probado que la conjetura de McKay es cierta para p = 2
basandose en él. La idea fundamental es hacer uso de la clasificacion de los grupos
simples (remitimos al lector a la seccién 3.1 para mas comentarios al respecto).
Llegados a este punto de la exposicion, el lector habrd notado que hemos con-
siderado Unicamente caracteres asociados a representaciones ordinarias. R. Brauer
definié la nocién de caracter para representaciones modulares. Estos se conocen como
caracteres de Brauer. Un caracter ¢ de Brauer es una funcién ¢: G° — C asociada a
una representaciéon modular de G, donde G es el conjunto de elementos p-regulares
de GG. La eleccién del cuerpo K de caracteristica p es importante en este caso. El lec-
tor interesado puede consultar la construccién de los caracteres de Brauer, asi como
propiedades que comparten con los caracteres ordinarios, en [19, capitulos 2 y 8.
Hay muchas propiedades importantes de los caracteres ordinarios que los caracteres
de Brauer no satisfacen, como aquellas relacionadas con los grados. Por ejemplo, las
representaciones modulares irreducibles originan caracteres de Brauer irreducibles, y
el conjunto que estos conforman se denota cominmente por IBr(G). Si ¢ € IBr(G),
en general (1) no divide al orden del grupo. Si se cumple que I(G) = |IBr(G)|,
como en el caso ordinario. A pesar de este hecho, y de que estamos interesados en
contar [(G), no necesitaremos en esta exposicién trabajar con caracteres de Brauer.

2.3. CARACTERES DE DEFECTO CERO

Es importante notar que el nimero ko(G) de caracteres irreducibles con defecto
cero de G no es un invariante local. Si pensamos en un grupo G de orden no divisible
por p, tenemos que ko(G) = k(G), pero el grupo G no tiene estructura p-local, porque
no tiene p-subgrupos no triviales.

Recordamos que un cardcter x € Irr(G) tiene defecto cero si x(1), = |G|p. Aqui
estamos denotando por n, la p-parte del entero n, es decir, la mayor potencia de p
que divide a n. Un teorema de Brauer y Nesbitt [21, teorema 4.6] garantiza que los
caracteres de defecto cero toman el valor 0 sobre elementos de orden divisible por p.
Knorr probé que esta propiedad los caracteriza [21, corolario 4.7].

TEOREMA 2 (Brauer-Nesbitt-Knérr). Sea G un grupo finito y p un nidmero primo.
Dado x € Irr(G), los siguientes enunciados son equivalentes:

1. x tiene defecto cero.
2. x(g9) =0 para cada g € G con orden divisible por p.

Los caracteres de defecto cero representan un papel importante en problemas
de diversa naturaleza en teoria de representaciones. En 1963, R. Brauer escribié un
influyente articulo en el que recopilaba una serie de problemas abiertos en teoria de
representaciones de grupos finitos (entre estos problemas figuran la conjetura k(B)
y la conjetura de altura cero, ambos importantes problemas abiertos en el drea). En
el problema 19 de esta lista, Brauer propone caracterizar el nimero ko(G) a través
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de propiedades estructurales del grupo. G. Robinson resolvi6 este problema en [26],
probando que ko(G) es el rango de una cierta matriz definida sobre el cuerpo de p
elementos que depende Unicamente de propiedades del grupo G. Desafortunadamen-
te, es dificil calcular el rango de dicha matriz en muchos grupos. En 1996, Granville
y Ono [8] culminaron un trabajo colectivo clasificando los grupos finitos simples que
admiten un caracter de defecto cero.

Se puede ver que el teorema de Brauer-Nesbitt-Knorr impone una restriccién
importante sobre la estructura normal de un grupo que admite un cardcter de defecto
cero. Esta restriccién estructural tiene consecuencias importantes en el contexto de
la conjetura de pesos de Alperin. En lo que sigue, denotamos por O,(G) al mayor
subgrupo normal de G de orden potencia de p.

TEOREMA 3. Si G admite un cardcter irreducible x con defecto cero (con respecto
al primo p), entonces O,(G) = 1.

Como hemos comentado, el enunciado de la conjetura de pesos de Alperin nos
proporcionard un método para contar [(G), el ntimero de clases de equivalencia de
representaciones modulares irreducibles de G. Ademas, como enunciado global-local,
predice que el invariante [(G) — ko(G) es de tipo local.

3. LA CONJETURA DE PESOS DE ALPERIN

Alperin formulé su conjetura inspirado por el estudio de las representaciones mo-
dulares en grupos de tipo Lie. De hecho, parece que eligi6 el término «pesos» debido
a que, en un grupo finito de tipo Lie, los caracteres irreducibles de Brauer (relativos
a la caracteristica que define dicho grupo) estédn en correspondencia biyectiva con
los pesos (restringidos) del correspondiente grupo algebraico lineal [15].

DEFINICION (Peso). Sea G un grupo y p un primo, un peso (relativo a p) de G es
un par (Q,7), donde Q es un p-subgrupo de G y v € Irr(Ng(Q)/Q) es un cardcter
con defecto cero.

En el caso en que Q = 1 tenemos que (1, x) es un peso de G si, y solo si, x € Irr(G)
es un caracter de defecto cero. En el otro caso extremo, si () es un p-subgrupo de
Sylow, vemos que para cada v € Irr(Ng(Q)/Q) se tiene que (Q,~) es un peso de G
puesto que N¢(Q)/Q es un grupo de orden no divisible por p. En general, dado un
p-subgrupo @ de G, el nimero de pesos (Q,7) es exactamente ko(Ng(Q)/Q).

LEMA. S7(Q,7) es un peso de G (relativo al primo p), entonces O,(Ng(Q)) = Q.

DEMOSTRACION. Sea L = O,(Ng(Q)), de modo que Q@ € L < Ng(Q) v L/Q
es un p-subgrupo normal de Ng(Q)/Q. Por definicién de peso, el cardcter v €
Irr(Ng(Q)/Q) tiene defecto cero. Por el teorema 3 tenemos que

1=0,(N¢(Q)/Q) 2 L/Q,

de donde se sigue que L = Q. O
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Los p-subgrupos @ de un grupo G que satisfacen O,(Ng(Q)) = @ se denominan
subgrupos p-radicales de G. Asi que en un peso (Q,~) el subgrupo @ es p-radical.

Notamos también que si (Q,7y) es un peso de G y g € G, entonces (Q,7)9 =
(Q9,79) es otro peso de G, donde v9(z) = v(grg~!) para cada z € Ng(Q)/Q. De
modo que G actiia por conjugacion sobre sus pesos.

Finalmente estamos en condiciones de poder enunciar la conjetura de pesos de
Alperin [2], que este anuncié durante «The Arcata Conference on Representations
of Finite Groups» en 1986.

CONJETURA DE PESOS DE ALPERIN. Sea G un grupo, p un primo y 2 un sistema de
representantes de las orbitas bajo la accion por conjugacion de G sobre sus subgrupos
p-radicales. Entonces

UG) =Y ko(Na(Q)/Q)- (2)

QeN

Si tomamos @ = 1 el ntmero de pesos (1,7) es exactamente el nimero ko(G)
de caracteres irreducibles con defecto cero de GG, un invariante no local. Con la
notacién de la conjetura de pesos de Alperin, si consideramos g = Q\ {1} entonces
la ecuacién (2) se puede reescribir como

UG) = ko(G) = Y ko(Na(Q)/Q).

QEN

El segundo miembro de la ecuaciéon anterior si es local, en el sentido esbozado al
comienzo de esta nota. Por tanto, la conjetura de pesos de Alperin predice que el
invariante I(G)—ko(G) es local (veremos una forma precisa de entender este resultado
en la seccién 3.2). El lector puede preguntarse cémo se relacionan los caracteres de
defecto cero con las representaciones modulares. Cada cardcter x € Irr(G) de defecto
cero se corresponde con una representacion modular irreducible de G; por tanto, con
un cardcter irreducible de Brauer ¢ € IBr(G). En este sentido, el nimero [(G)—ko(G)
cuenta las representaciones irreducibles modulares de G que no estan asociadas a
caracteres de defecto cero de G.

Como ya pasé con la conjetura de McKay, el enunciado de la conjetura de pesos
de Alperin atrajo el interés de los expertos de forma inmediata. La simplicidad
aparente de su enunciado escondia una gran complejidad conceptual, que atn hoy
no parece haber sido desvelada. En 1988, Cabanes [4] prob¢ la conjetura de pesos de
Alperin en grupos de tipo Lie G(p/) con respecto al primo p. En 1990, Alperin y Fong
[3] probaron la conjetura para los grupos simétricos S,, y generales lineales GL,,(q)
con respecto a cualquier primo p coprimo con g. En 1995, Isaacs y Navarro [11]
probaron la conjetura para grupos p-resolubles (completando asi algunos argumentos
aparecidos previamente en la literatura basados en trabajos nunca publicados) con
respecto al primo p.

Baséndose en el método de resolucién de la conjetura de McKay [10], Navarro y
Tiep propusieron en 2011 un método para probar la conjetura de pesos de Alperin
[23] del que hablaremos a continuacion.



178 MIRANDO HACIA EL FUTURO

3.1. UN TEOREMA DE REDUCCION

La clasificacién de los grupos finitos simples (CGFS, en siglas) es uno de los
resultados mas importantes de la matemdatica contemporanea y fue completada a
comienzos del siglo XXI. La CGFS impulsé un enorme progreso en la teoria de
representacion de grupos finitos. Un ejemplo muy claro de lo que queremos decir es
la prueba del llamado teorema de It6-Michler.

TEOREMA 4 (It6-Michler). Sea G un grupo finito con |G|, = p® y P un p-subgrupo
de Sylow de G. Entonces P es normal en G y abeliano si, y solo si, kq(G) = k(G).

La implicacién directa se sigue del argumento de Itd, un resultado elemental.
La implicacién indirecta es mucho méas profunda. Nos dice que un grupo G en el
que todo cardcter irreducible x tiene grado x(1) coprimo con p, tiene un dnico p-
subgrupo de Sylow P y este es abeliano. La conmutatividad de P se sigue de su
unicidad, asi que la clave es mostrar que P es normal. La implicaciéon indirecta tiene
una reduccién directa a grupos simples, en el sentido de que el enunciado se cumple
en general si podemos verificarlo en grupos simples [9, teorema 12.33]. Es decir, para
probar esta implicacién basta probar que todo grupo simple admite un caracter x
irreducible de grado divisible por p (para cada primo p que divide a su orden). Esto
es exactamente lo que prob6 Michler [18].

Puesto que los grupos finitos simples son las componentes atomicas de los grupos
finitos, Isaacs, Malle y Navarro se propusieron reducir la prueba de la conjetura de
McKay a un problema relativo tinicamente a grupos simples. A diferencia de lo
que ocurre con el teorema de Ito-Michler, descubrieron que no parecia bastar con
que los grupos simples satisficieran el enunciado de la conjetura, sino que estos
debian satisfacer lo que ahora se conoce como condiciones inductivas para McKay
(abreviadas como iMc, de inductive McKay conditions). El teorema de reduccién
para la conjetura de McKay dice que si los grupos finitos simples satisfacen las iMc,
entonces la conjetura de McKay es valida para todo grupo finito. Para verificar las
iMc con respecto a un grupo simple S y a un nimero primo p hay que verificar
fundamentalmente dos condiciones:

(i) Todo grupo perfecto X que es una extensién central de S satisface una versién
fuerte de la conjetura de McKay con respecto a p (que respeta caracteres
centrales y la accién de los automorfismos de S que establizan un p-subgrupo
de Sylow de S).

(if) Una condicién cohomolégica entre caracteres de X y del normalizador de un
p-subgrupo de Sylow de X.

Si N es un grupo normal de G'y 0 € Irr(N) es tal que §(gzg~!) = 0(x) para todo
x € N y para todo g € G, se dice que 0 es G-invariante. En tal caso, la terna
(G, N, ) define un elemento « en el segundo grupo de cohomologfa H?(G/N,C*)
(con respecto a la accién trivial de G/N). Resulta que a «controla» los caracteres
de G que se encuentran por encima de . Al grupo H?(G/N,C*) se le conoce como
multiplicador de Schur de G/N. La condicién (ii) estd enunciada en términos de
igualdad de elementos en multiplicadores de Schur.
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Las iMc son extremadamente técnicas, como el lector puede comprobar, y no
pretendemos profundizar en ellas. Lo que si nos parece interesante comentar es que
Spéth present6 en [28] una reformulacién de la condicién (ii) en términos de repre-
sentaciones proyectivas que ha resultado ser clave para la verificacién de las iMc en
diferentes familias de grupos simples.

A pesar de su complejidad técnica, el teorema de reduccién para la conjetura
de McKay es uno de los resultados mas importantes en teoria de representaciones
de grupos finitos de las tltimas décadas. Como ya hemos comentado anteriormente,
Malle y Spéath han probado la conjetura de McKay para p = 2 [16] apelando a él.
Ademés, supuso un gran impulso para el resto de conjeturas de conteo, ya que abrié
la puerta a encontrar teoremas de reduccién para las mismas. De hecho, Navarro y
Tiep presentaron cuatro anos mas tarde un teorema de reduccién para la conjetura de
pesos de Alperin. Usando este teorema de reduccién, y analizando algunas familias
de grupos simples, Navarro y Tiep probaron en el mismo articulo que cualquier
grupo finito G con 2-subgrupos de Sylow abelianos satisface la conjetura de pesos de
Alperin con respecto a cualquier primo p. De manera anéloga al teorema de reduccién
para la conjetura de McKay, la idea es que si los grupos finitos simples satisfacen las
condiciones inductivas para Alperin (1IAWc, de inductive Alperin-weight conditions)
entonces la conjetura de pesos de Alperin es cierta.

No sorprenderd al lector que la naturaleza de las iAWc sea atin mas técnica que
la de las iMc, visto que el enunciado de la conjetura de pesos de Alperin es mas
complejo que el de la conjetura de McKay. Para probar un teorema de reducciéon
es necesario contar con una versiéon «proyectiva» o «relativa» de la conjetura, ya
que esto permite usar potentes argumentos inductivos. Es decir, fijado un subgrupo
normal N de G y un caracter 0 € Irr(N) conveniente, queremos contar caracteres que
se encuentran por encima del caracter 6; en el sentido de que la restriccién a N de los
mismos es una suma, de caracteres irreducibles entre los que aparece . En el caso de
la conjetura de McKay, la versién proyectiva es muy natural (ver [10, conjetura C]);
en el caso de la conjetura de pesos de Alperin, la versién proyectiva requiere un poco
maés de esfuerzo. Por un lado, hay que trabajar con pesos relativos a caracteres de
defecto cero de N. Otra caracteristica especial del teorema de reduccién de la AWC
es la necesidad de asociar a cada cardcter irreducible de Brauer ¢ € IBr(G) una
clase de conjugacién de p-subgrupos radicales de G, que de algiin modo generaliza
la teoria de vértices de Green para representaciones modulares.

Dado un grupo simple S, las iAWc estan enunciadas para grupos perfectos X que
son una extensién central de S. Navarro y Tiep subdividen las iAWc en tres clases
[23, §3]:

(i) Condiciones de particion: Existe una particién de IBr(X) en términos de clases
de conjugacién de p-subgrupos radicales de X que respeta caracteres centrales
y la accién de automorfismos de S que estabilizan un p-subgrupo de Sylow
de S.

(ii) Condicién de biyeccién: Existen biyecciones entre los miembros de la particién
en (i) y pesos relativos con propiedades especiales (una version fuerte de la
conjetura).
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(iii) Condiciones de embebimiento normal: Incluye una condicién de igualdad de
elementos en multiplicadores de Schur.

Aunque no hemos enunciado las condiciones inductivas para McKay y Alperin
formalmente, el lector puede apreciar un cierto paralelismo. De hecho, Cabanes [5]
probé que las ideas de Spéth para simplificar las iMc podian aplicarse también al
teorema de reduccién de la conjetura de pesos de Alperin. Recientemente, Brough y
Spéath han presentado un criterio que simplifica aiin mas la verificacién de las iAWc,
lo que ha dado lugar a una serie de articulos en los que diversos autores prueban las
iAWCc para distintas familias de grupos simples de tipo Lie (evitamos aqui enumerar
estas contribuciones puesto que en su mayoria no han sido ain publicadas).

3.2. CADENAS DE p-SUBGRUPOS Y FUNCIONES LOCALES

La conjetura de pesos de Alperin admite diversas reformulaciones. Una de las més
importantes es la propuesta por Knérr y Robinson [14] en 1989. La reformulacién
de Knorr-Robinson introduce la perspectiva de las sumas alternadas sobre cadenas
de p-subgrupos, e inspiré a Dade a formular una serie de conjeturas de dificultad
creciente que pretendian explicar el resto de conjeturas de conteo.

Para enunciar la reformulaciéon de Knoérr-Robinson de la conjetura de pesos de
Alperin, asi como la conjetura ordinaria de Dade, necesitamos introducir algunos
conceptos.

Sea G un grupo finito y p un primo. Una cadena C' de p-subgrupos de G es

C:1=F <P <---<P,,

donde P; son p-subgrupos de G. La longitud |C| de la cadena C' es el ntimero de
desigualdades estrictas en C. Si denotamos por C(G) al conjunto de cadenas de p-
subgrupos de G, tenemos que G acttia sobre C(G) por conjugacién segin CY9 : 1 =
Py < P} <. P9y |C9 =|C|. El estabilizador de la cadena C' bajo esta accién es

Go = [ Na(P).
1=0

En particular, si |C| > 0 entonces G¢ es una interseccién de normalizadores de
p-subgrupos no triviales.

Denotamos ahora por G al conjunto de grupos finitos. Dada una funcién f: G — Z
con f(G1) = f(G2) si G1 = G4, definimos la funcién f*: G — Z segin

re= ¥ 0o,
cec(a)

Puesto que Ggos = (Geo)? = G, por el teorema de la érbita-estabilizador, si €2 es
un sistema completo de representantes de las érbitas de C(G) bajo la accién de G,

entonces
(@)=Y (-9 f(Ge).

ceQ
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En la definicién de f* podemos sustituir C(G) por el conjunto N (G) de cadenas
normales de p-subgrupos (cadenas C en las que todo P; es normal en P,), e incluso
por el conjunto £(G) de cadenas de p-subgrupos elementales abelianos (cadenas C
en las que P, es elemental abeliano) [14, proposicién 3.3]. Como consecuencia de
este hecho, se puede probar el siguiente resultado [21, teorema 9.16].

TEOREMA 5. Con la notacién anterior, si O,(G) > 1 entonces f*(G) = 0.

Consideramos la funcién kq: G — Z dada por el ntimero de caracteres de defecto
cero de G € G. Si C' es una cadena normal de p-subgrupos de G de longitud n > 0,
entonces O,(G¢) 2 P, > 1. Por el teorema 3, tenemos que ko(G¢) = 0. Por tanto,
k§(Q) = ko(G) para todo G € G. Es decir, k§ = ko.

DEFINICION (Funcién local). Decimos que una funcién f: G — Z con f(Gy) =
f(G2) si Gy =2 Gy es local si f* = 0.

Hemos visto que kg no es una funcién local ya que kj = ko y existen grupos con
caracteres de defecto cero para cualquier primo p; por ejemplo, los grupos simples de
tipo Lie. Remitimos al lector interesado en el concepto de funcién local, tal y como
lo hemos definido més arriba, a [12].

En el siguiente resultado, consideramos la funcién I: G — Z dada por el nimero
de clases de equivalencia de representaciones modulares irreducibles de G € G; es
decir, tal que I(G) = |IBr(G)|.

TEOREMA 6 (Reformulacién de Knoérr-Robinson). La conjetura de pesos de Alperin
es cierta si, y solo si, la funcion | — kg es local.

La reformulacién anterior sigue estando enunciada en términos de representacio-
nes modulares. Recordemos que el nimero [(G) — ko(G) es el ntimero de clases de
equivalencia de representaciones modulares irreducibles de G que no estan asociadas
a un caracter de G de defecto cero. Lo que resulta atiin més sorprendente es que,
usando cadenas de p-subgrupos y sumas alternadas (complejos simpliciales asocia-
dos a la estructura local de un grupo), la conjetura de pesos de Alperin se puede
reformular en términos de representaciones ordinarias. Concretamente, Knorr y Ro-
binson mostraron que, en el teorema anterior, la funcién [ se puede sustituir por la
funcion k, dada por k(G) = | Irr(G)|.

TEOREMA 7 (Reformulacién de Knorr-Robinson II). La conjetura de pesos de Alpe-
rin es cierta si, y solo si, la funcion k — ko es local.

Las cadenas (normales, elementales) de p-subgrupos dotan de una estructura de
complejo simplicial al conjunto de p-subgrupos de G. Estos complejos simpliciales
habian sido estudiados por Brown, Quillen y Bouc (ver [14, § 2]), entre otros. Knorr
vy Robinson tuvieron la brillante idea de relacionar estos conceptos con la conjetura
de pesos de Alperin. Veremos cémo esta idea inspird, ademas, la conjetura ordinaria
de Dade [6].

Notamos que k — kg = Zd>0 kq, donde la funcién k4: G — Z asigna a cada
grupo finito G el nimero kq(G) de caracteres irreducibles de G con defecto d. La
reformulacién de Knorr-Robinson de la conjetura de pesos de Alperin predice que la
funcién k — kg es local. La conjetura ordinaria que Dade propuso en [6] puede ser
simplificada en los siguientes términos (ver [21, conjetura 9.5]).
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CONJETURA ORDINARIA DE DADE. Sid > 0, entonces la funcion kg es local.

No es dificil comprobar que la conjetura ordinaria de Dade, tal y como la hemos
enunciado, implica la conjetura de pesos de Alperin. Por otro lado, si |G|, = p?, la
conjetura ordinaria de Dade nos dice que k*(G) = 0. En particular,

ka(G) = D (=1)“ka(Go).
cec(@)
|C|#0

Es decir, el invariante k,(G) puede ser expresado como suma alternada de k,(H)
donde H es una interseccion de normalizadores de p-subgrupos no triviales de G.
Recordemos que la conjetura de McKay predice que k,(G) = kq(Ng(P)) donde P
es un p-subgrupo de Sylow de G, una forma mucho més precisa de expresar k,(G) de
forma local. Recientemente, G. Navarro ha probado que el enunciado de la conjetura
ordinaria de Dade implica la igualdad k,(G) = k,(Ng(P)) en [21, teorema 9.27].
La conjetura ordinaria de Dade es la mas sencilla de una serie de conjeturas
que Dade propuso a lo largo de la década de los noventa del pasado siglo [6, 7]. Su
enunciado ha recibido menor atencién que el enunciado de la versién proyectiva (por
ejemplo, no cuenta con su propio teorema de reduccién). Sin embargo, hemos visto
que generaliza tanto la conjetura de McKay como la conjetura de pesos de Alperin.

3.3. BLOQUES Y OTRAS GENERALIZACIONES

La conjetura de pesos de Alperin admite generalizaciones muy diversas, algunas
surgidas a partir de la reformulacion de Knorr-Robinson, y otras sugeridas por ge-
neralizaciones de otros problemas globales-locales. Sin duda, la generalizacién mas
importante de la conjetura de pesos de Alperin es su version para bloques. El lector
interesado puede leer otras exposiciones al respecto, por ejemplo [15, §4].

3.3.1. BLOQUES

Como ya hemos adelantado en esta nota, la teoria de bloques fue introducida por
Brauer con el prop6sito de estudiar simultaneamente las representaciones ordinarias
y modulares (con respecto a un primo fijado p) de un grupo finito dado. Brauer
introdujo los bloques desde la perspectiva de los caracteres, aunque cada vez esta
mas extendido el estudio de los bloques desde el punto de vista de las algebras.
Veamos sucintamente como aparecen los bloques en teoria de representaciones de
grupos finitos.

Denotamos por R el anillo de enteros algebraicos de C. Si escogemos un ideal
maximal M de R con p € M, se tiene que F = R/M es un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica p. Si G es un grupo finito de orden divisible por p, entonces
el dlgebra de grupo FG no es semisimple y, por tanto, no se descompone como suma
directa de dlgebras de matrices sobre F. A cambio, el dlgebra FG tiene un nimero
finito ¢ de ideales minimales B; y se descompone como

FG =B, ®--- & B,.
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Los ideales minimales B;, que tienen estructura de algebra, se conocen como los blo-
ques de G (con respecto a p). Escribimos BI(G) = {Bi, ..., B:}. La descomposicién
de FG en bloques induce particiones de los conjuntos Irr(G) e IBr(G) segiin

Irr(G):UBEBl(G) Irr(B) y IBr(G):UBeBl(G)IBr(B).

Contrariamente a lo que ocurre con k(G) y I(G), no hay una forma de entender los
invariantes k(B) = |Irr(B)| y {(B) = |IBr(B)| de un bloque atendiendo tinicamente
a la estructura de G como grupo.

Un bloque B € BI(G) define una clase de conjugacién de p-subgrupos de G lla-
mados grupos de defecto de B. Si D es un grupo de defecto de B entonces escribimos
B € BI(G|D). De algtin modo, la complejidad estructural de D es una medida de la
complejidad del bloque B. Por ejemplo, B tiene defecto D =1 si, y solo si, B es un
algebra simple (que a su vez es equivalente a que k(B) =1 o a que Irr(B) contenga
un cardcter de defecto cero).

Brauer caracterizé los p-subgrupos de G que son grupo de defecto de algin
bloque de G. Para entender esta caracterizacion necesitamos definir el estabilizador
de un cardcter. Si N es un subgrupo normal de G y 6 € Irr(N), escribimos Gy para
denotar el estabilizador de 6 bajo la accién de G sobre Irr(NN) por conjugacién. Es
decir, Gy = {g € G| 0(gng™') = O(n) para todo n € N}.

TEOREMA 8. Sea @ un p-subgrupo de G. Se tiene que Q) es el grupo de defecto de
algin bloque de G si, y solo si, existe un 0 € Irr(QCq(Q)/Q) con defecto cero y tal
que Ng(Q)o/QCq(Q) es un grupo de orden coprimo con p.

Como consecuencia del teorema anterior, el nimero |BI(G)| de bloques de G es
igual al nimero de clases de conjugacion de pares (@, 8) donde @ es un p-subgrupo y
0 € Irr(QCx(Q)/Q) es un caracter con defecto cero y tal que Ng(Q)g/QCq(Q) es
un grupo de orden coprimo con p. Ademds, un par (Q, @) con las caracteristicas ante-
riores determina un dnico bloque By € Bl(G|Q). Del mismo modo, (@, 0) determina
un tnico by € BI(N¢(Q)|Q). Los bloques By y by se conocen como correspondientes
de Brauer, y estan relacionados a través del primer teorema fundamental de Brauer.

En 1976, Alperin [1] introdujo los bloques en el contexto de la conjetura de-
McKay. La conjetura de Alperin-McKay propone que los nimeros de caracteres
irreducibles con grado minimal de un bloque B y de su correspondiente de Brauer
b son iguales. Notamos que Irr(B) no contiene necesariamente caracteres de grado
coprimo con p. De hecho, si B € BI(G|D), entonces min{x(1), | x € Irr(B)} =
(IG]/|D|)p. En particular, los bloques que contienen caracteres de grado coprimo
con p son exactamente los bloques con defecto un p-subgrupo de Sylow. Sumando
sobre estos bloques, se puede ver que la conjetura de Alperin-McKay implica la
conjetura de McKay.

La version para bloques de la conjetura de pesos de Alperin establece un método
para contar el nimero [(B) = |IBr(B)| de clases de equivalencia de representaciones
modulares irreducibles. Para enunciarla, hay que tener en cuenta que dado un p-
subgrupo @ de G y un subgrupo H < G con QCg(Q) < H < Ng(H), cada bloque
b de H induce un bloque b“ de G. Dado un peso (Q,~) de G, decimos que (Q,7)
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pertenece al bloque B, y escribimos (Q,7v) € B, si el bloque de Ng(Q) al que
pertenece v induce B.

CONJETURA DE PESOS DE ALPERIN PARA BLOQUES. Sea G un grupo, p un primo y
B un blogue de G. Si ) es un sistema de representantes de las orbitas bajo la accion
por conjugacion de G sobre sus subgrupos p-radicales, entonces

I(B)= Y k(Na(@)/Q).
@yen

La conjetura de pesos de Alperin para bloques también admite reformulaciones en
términos de cadenas de p-subgrupos y funciones locales. Alin mas, las conjeturas de
Dade, incluyendo la conjetura ordinaria que hemos presentado en esta nota, fueron
originalmente enunciadas en términos de bloques. Como en el caso libre de bloques,
puede probarse que la conjetura ordinaria de Dade para bloques implica tanto la
conjetura de pesos de Alperin para bloques como la conjetura de Alperin-McKay.
Asimismo, la conjetura de pesos de Alperin para bloques ha motivado el estudio del
concepto analogo de «pesos» en sistemas de fusién [13].

La conjetura de Alperin-McKay y la conjetura de pesos de Alperin para bloques
cuentan con sendos teoremas de reduccién, probados ambos por B. Spéth [29, 30]
en 2013.

3.3.2. AccioN DE GALOIS

En 2004, Navarro introdujo la accién de automorfismos de Galois sobre caracteres
en el contexto de las conjeturas de conteo [20]. El primo p con respecto al que
trabajamos en los problemas globales-locales tiene gran importancia; asi que cabe
esperar que este primo también represente un papel importante al considerar esta
nueva dimensién del problema.

Si pensamos en el enunciado de la conjetura de McKay, vemos que esta predice
la existencia de una biyeccién entre los caracteres irreducibles de grado coprimo
con p de un grupo G y el mismo conjunto de caracteres de Ng(P), donde P es
un p-subgrupo de Sylow de G. A una biyeccién de este tipo la llamamos biyeccion
de McKay. Como hemos comentado en el parrafo anterior, no cabe esperar que
las biyecciones de McKay sean equivariantes con respecto a la accién del grupo
Gal(Q/Q), ya que el primo p no representa un papel en la definicién de este grupo
de Galois. Podemos apreciar un ejemplo de este mal comportamiento en el grupo
G = GL3(3) para p = 3. En este caso, todos los caracteres de Irr(Ng(P)) de grado
coprimo con 3, donde P es un 3-subgrupo de Sylow de G, tienen valores racionales;
mientras que los caracteres Irr(G) de grado coprimo con 3 presentan irracionalidades.

Hemos definido los caracteres irreducibles ordinarios de un grupo usando el cuer-
po C de los niimeros complejos. Habriamos obtenido el mismo conjunto Irr(G) si
en lugar de considerar representaciones complejas hubiéramos considerado represen-
taciones sobre @, la clausura algebraica del cuerpo de los ntimeros p-adicos. De
este modo, el grupo Gal(@/ Qp) actta sobre los caracteres irreducibles de cualquier
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grupo finito respetando sus grados. La conjetura de McKay-Navarro [20, conjetu-
ra A] propone la existencia de una biyeccién de McKay equivariante con respecto a
la accién de Gal(Q,/Q,). Dicho de otro modo, no solo debe ser posible establecer
una correspondencia biyectiva entre caracteres irreducibles de grado coprimo con p
de G y Ng(P), sino también entre los multiconjuntos formados por los cuerpos de
valores sobre @, de dichos caracteres, donde por cuerpo de valor de x entendemos
la extension de Q, generada por los valores de x.

Uno de los problemas méas importantes en teoria de representaciones de grupos
finitos es decidir qué propiedades locales de un grupo pueden caracterizarse aten-
diendo Unicamente a los valores de sus caracteres irreducibles (siendo este problema,
a su vez, una generalizacion del problema 12 de la influyente lista de problemas de
Brauer, de la que hemos hablado anteriormente). La conjetura de McKay-Navarro
ha supuesto una revolucién en este campo [24, 27, 25]. Junto a Navarro y Spéth,
recientemente hemos reducido su verificacién a un problema de grupos simples [22].
Navarro también propuso que la accién de Gal(Q,/Q,) debe respetar los conjuntos
de caracteres involucrados en la conjetura de Alperin-McKay en [20, conjetura BJ.
Al final de su articulo, especula sobre la posibilidad de que la accién del grupo
Gal(Q,/Q,) sea suficientemente natural como para que la versién de la conjetura de
pesos de Alperin con respecto a ella sea cierta. Poco se sabe sobre esta versién, mas
alld del hecho de que los grupos p-resolubles la satisfacen [31].

Esperamos haber convencido al lector de que la conjetura de pesos de Alperin
es un problema fundamental en la teoria de representacion de grupos finitos con
ramificaciones a otras areas de la matematica a través de sus reformulaciones y
generalizaciones. Por esto, no bastara con demostrar su veracidad a través del estudio
de los grupos simples, sino que serd necesario entender todas sus variaciones para
empezar a desentranar el misterio de las conjeturas globales-locales.
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