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Guipo L. WEIss (1928-2021), IN MEMORIAM

En recuerdo de la memoria de nuestro entranable y querido maestro,

Guido L. Weiss.

Guido L. Weiss

por

Eugenio Hernandez y Javier Soria

Guido Weiss nacié en Trieste, Italia,
el 29 de diciembre de 1928 y fallecié en
St. Louis, Missouri, EEUU, el 24 de diciem-
bre de 2021. Tras unos anos en Trieste y
en Roma, en 1939 toda la familia tuvo que
emigrar a los Estados Unidos de América,
donde Guido residiria toda su vida.

En el momento de elegir sobre su edu-
cacién superior decidié matricularse en la
Universidad de Chicago con la intencién de
realizar estudios de Quimica. Una mononu-
cleosis, y el correspondiente reposo, le per-
mitié descubrir la belleza del andlisis ma-
temdatico, y cambié su rumbo para decidir
graduarse en Matematicas. No solo lo logro,
sino que finalizé en 1956 su tesis doctoral en
la misma area, bajo la direccién del mate-
matico polaco Antoni Zygmund.

En esta época comienza su relacién con
Eli Stein (1931-2018) que les llevé a desa-
rrollar la teoria de funciones armoénicas de
varias variables [5], y que produciria maés
tarde un libro bésico sobre analisis de Fou-
rier en varias variables [6].

Guido L. Weiss (imagen: Washington
University).

Después de haber realizado estancias postdoctorales en Argentina y Francia, y
haber trabajado en De Paul University en Chicago, se incorpord en 1961 a Wash-
ington University en St. Louis. Fue director de su Departamento de Matematicas
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durante tres anos, comenzando en 1967, aunque su influencia en las decisiones de-
partamentales se dej6é notar hasta 2018, fecha de su jubilacién.

Durante su larga carrera profesional, Guido trabajé en varias areas del andlisis
armoénico. A la ya mencionada de funciones arménicas de varias variables, que permi-
ti6 desarrollar la teorfa de los espacios HP(R™), hay que anadir, por la misma época,
la interpolacion de operadores, tema al que regresaria mas adelante colaborando en
la construccién de la teoria de interpolacién de familias de espacios de Banach [1].

Cuando conocié a Raphy Coifman (en Ginebra en 1964) y a Yves Meyer (en
Oberwolfach en 1965) se interesé por el estudio de los operadores de Calderén-
Zygmund y por las descomposiciones atémicas de los espacios HP(R™), asi como
por los métodos de transferencia. Con la publicacion por M. Frazier y B. Jawerth
[2], [3] de la transformada ¢ y el descubrimiento de las ondiculas, Guido comenzé a
interesarse por la obtencién de férmulas de reproduccién y la teoria matemética de
las ondiculas. A partir de la década de los 90 del siglo pasado muchos de los trabajos
con sus estudiantes y colaboradores han sido sobre estos temas.

Su relacién con matematicos de varias partes del mundo, con quienes solia hablar
en su propio idioma, propicié la internacionalizacién del Departamento de Matema-
ticas de Washington University a través de la admisién de nuevos estudiantes de
doctorado de diversos paises y la financiacién de profesores visitantes. Una buena
parte de los analistas que trabajamos actualmente en universidades espanolas hemos

Guido Weiss rodeado de mateméticos asociados con Washington University durante
la conferencia en su honor celebrada en 1993 en la Universidad Auténoma de Madrid.
Fotografia propiedad de E. Herndndez.
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tenido alguna relacién de este tipo con Washington University a través de Guido.

Guido asistié a varios seminarios y congresos celebrados en Espafia, y realizé en
varias ocasiones visitas de investigacion a universidades espanolas. Participé en cinco
de las conferencias en Andlisis Armédnico y Ecuaciones en Derivadas Parciales que
tradicionalmente se celebran en El Escorial, Madrid (las de 1983, 1987, 1992, 1996 y
2000), dictando uno de los tradicionales cursos en la de 1992. Imparti6 las lecciones
sobre espacios generados por bloques en los I Cursos de Iniciacion a la Investiga-
cion celebrados en Jarandilla de la Vera, Caceres, en 1984, y que organizaban Miguel
de Guzmén (1936-2004) y Carlos Benitez (1943-2014).

Del 10 al 14 de mayo de 1993 se celebrd en la Universidad Auténoma de Madrid
un congreso sobre Andlisis Armdénico en su honor, con la participacién de méas de 120
matematicos de varios paises. En 1994 fue investido Doctor Honoris Causa por la
Universidad de Barcelona. Del 1 de octubre al 30 de noviembre del afio 2000 disfruté
de una Catedra de la Fundacion BBVA que le permitié impartir nueve lecciones en
el Departamento de Matematicas de la Universidad Auténoma de Madrid, con el
titulo de Aspectos matemdticos de la teoria de ondiculas.

MathSciNet muestra 117 publicaciones con Guido como autor o coautor y un
total de 8682 citas. Resulta dificil hacer una descripcién mateméatica exhaustiva de
su trabajo, que en 2018 él habia encuadernado en cuatro volimenes que conservaba
en su casa de St. Louis. El lector interesado puede aumentar su conocimiento sobre la
vida y obra de Guido Weiss leyendo el articulo de S. Kelly y R. Torres [4], publicado
con ocasion de su 90 cumpleafios.
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Investidura de Guido Weiss en la Universidad de Barcelona en 1994. Fotografia
propiedad de E. Herndndez.
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Los escritos que siguen a este son una muestra de los resultados alcanzados
por Guido, escritos por matematicos que estuvieron en Washington University, bien
como estudiantes de doctorado o como profesores visitantes. Sirven también para
conocer mejor su personalidad, que le hizo una persona tan entranable entre quienes
le conocimos.
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Guido y el método de transferencia

por

Maria J. Carro

Fue en agosto de 1988 cuando me incorporé a Washington University emocio-
nada con la idea de trabajar con el llamado Grupo de St. Louis, a cuyos articulos
habia dedicado tanto tiempo mientras realizaba mi tesis doctoral. El «grupo» estaba
formado por R. R. Coifman, M. Cwikel, R. Rochberg, Y. Sagher y Guido, y mi tesis
consistié en una extension del método de interpolacion de familias de espacios que
ellos habian desarrollado en el articulo [6], entre otros.

A nivel personal fui recibida con mucho carifio por el estupendo grupo de es-
panoles que se encontraban alli y, en particular, Patricio Cifuentes se encargd de
buscarme un alojamiento temporal hasta que encontrara mi sitio.

Desde el primer dia que pisé aquella universidad, entendi que Guido era como un
padre para todos, te cuidaba a nivel personal y te hacia «ponerte las pilas» a nivel
profesional.

Y tanto que me las puse... Recuerdo con toda claridad el momento en el que
Guido me dijo que no iba a estudiar teoria de interpolacién; que él ese tema ya lo
habia dejado. Y me dio varios articulos sobre el método de transferencia en el que
querfa seguir investigando. Como se dice ahora, jme sac6 rapidamente de mi zona
de confort! A los pocos dias llegé P. Auscher, también postdoc, y Guido nos propuso
trabajar juntos. Las reuniones con Guido fueron exactamente eso: «reuniones con
Guido»; todos los que alguna vez han trabajado con él, saben perfectamente a qué
me refiero. Eran sencillamente entranables, aunque en aquellos momentos y con otra
edad se visualizaran de otra manera. Fruto de aquella colaboracién surgieron los
trabajos [2, 1].

Pero dejadme que os explique en qué consiste el método de transferencia al que
dediqué los 18 meses que estuve en St. Louis y muchos afios de los que vinieron
después, hasta que dirigi la tesis a Salvador Rodriguez-Loépez en 2008 y que llevo por
titulo Transference Theory between Quasi-Banach Function Spaces with Applications
to the Restriction of Fourier Multipliers [4, 5].

Todo empieza con un operador de convolucién con un ntcleo estupendo K € L',

(K * f)(z) = / K@) f(z ) dy.

Este tipo de operadores son absolutamente fundamentales en cualquier curso de
Anélisis Armonico, Teoria de la Medida o en un curso de EDPs, principalmente por
su relacién con la transformada de Fourier.

En general, el nicleo K estara definido sobre un grupo G que cumplira ciertas
propiedades y que, en esta seccién, podemos pensar que es R™, T o Z". Claramente
x — y representa la operacion interna en el grupo G.
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En la oficina de Guido (St. Louis, 2013). De izquierda a derecha: Javier Soria, Guido
Weiss y Marfa Jests Carro.

Consideremos ahora un espacio de medida o-finito (M, u), y sea R una repre-
sentacién de G en LP(M); esto es, que

u € G+— R, € B(LP(M))

es una aplicacién continua de G en la clase de operadores acotados en LP(M) y tal
que
R, = R,R,, Yu,v € G.

Se supone también que si e es el elemento neutro de G, R, es el operador identidad
y que existe una constante ¢ > 0 tal que

[RuFllp < c[|[Fllp, Vued,

171 = ([ (PG auo) v

es la norma usual en LP(M). Con todos estos ingredientes, el resultado principal del
método de transferencia es el siguiente:

donde

TEOREMA. Si el operador de convolucidn Kx es acotado en LP(G) con norma menor
o igual que Np(K), entonces el operador de transferencia definido por

T F(x /K Ryr F(z) du
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cumple que
Tx : LP(M) — LP(M)
es acotado con morma menor o igual que >N, (K).

Resumiendo, es un teorema que transfiere la acotacién de un operador de con-
volucién definido sobre un grupo, a otros operadores que no son necesariamente de
convolucién definidos sobre un espacio de medida.

Es dificil poder transmitir en tan pocas lineas la sutileza de este resultado y la
gran cantidad de aplicaciones que ha tenido en diferentes ramas de las matemaéticas,
asi como el amplio campo que se abrié a otros muchos contextos.

Empezaré diciendo que la sutileza estd en el hecho de que el niicleo K ha de
estar, a priori, en L'(G), pero la norma de K en este espacio no aparece en ningtin
sitio de la demostracion del teorema, por lo que el resultado se puede aplicar a
nucleos en los que no se tenga esta propiedad, que son la practica totalidad de
los niicleos interesantes. Y, sobre las aplicaciones, empezaré por una sencilla que
creo que ayuda a entender el resultado: sea G = Z y consideremos una aplicacién
invertible T actuando sobre L?(M), con norma igual a 1. Sea {k,}, una sucesién
tal que el operador de convolucién

{an}n — { i kjan—j}n

j=—o0

es acotado en el espacio de sucesiones ¢P(Z). Entonces, tomando la representacién
R;f =17 f, obtenemos que el operador

> kT f(x)

JEL
es acotado en LP(M). Este ejemplo pone de manifiesto, en particular, la importancia
del método de transferencia en la demostraciéon de la acotaciéon de operadores que
surgen en el area de Teoria Ergddica. De hecho, se ha de mencionar que el teorema
de transferencia tiene su origen en el trabajo de N. Wiener [8], fue formulado més
generalmente por A. P. Calderén en [3] y utilizado de diversas formas por M. Cotlar,
C. S. Herz y A. Zygmund entre otros. Pero el objetivo del articulo [7] fue formular
la idea en un contexto muy general y mostrar la gran variedad de aplicaciones de
dicho resultado.

Es maés, entre las muchas extensiones que tiene el teorema de transferencia esta

aquella que hace referencia a operadores maximales:

TEOREMA. Si el operador mazimal asociado a los nicleos de convolucion {K;}; y
definido por

T* f(x) = sup
J

/G K;(y)f(z —y) dy’

es acotado en LP(G) con norma menor o igual que Np({K;};), entonces el operador
de transferencia definido por

TF(x) = sup
J

/ K;(u)R,-1F(z)du
G
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cumple que

T: LP(M) — LP(M)
es acotado con norma menor o igual que cQNp({Kj}j).

En particular, este teorema permite obtener, por ejemplo, acotaciones del opera-
dor maximal ergédico de Birkhoff, partiendo de la acotacién del operador maximal
discreto de Hardy-Littlewood; acotaciones del operador maximal asociado a las su-
mas parciales de la serie de Fourier, partiendo de las acotaciones de un operador
maximal de Hilbert asociado a una familia de modulaciones; y otras muchas aplica-
ciones pueden encontrarse en [7].

Por todo ello y muchisimo maés, jmil gracias, Guido!

REFERENCIAS

[1] P. AusCHER Y M. J. CARRO, On relations between operators on RY, TV and
ZN | Studia Math. 101 (1992), no. 2, 165-182.

[2] P. AusCHER Y M. J. CARRO, Transference for radial multipliers and dimension
free estimates, Trans. Amer. Math. Soc. 342 (1994), no. 2, 575-593.

[3] A.P. CALDERON, Ergodic theory and translation-invariant operators, Proc. Nat.
Acad. Sci. U.S.A. 59 (1968), 349-353.

[4] M. J. CARRO Y S. RODRIGUEZ-LOPEZ, Transference results on weighted Lebes-
gue spaces, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 138 (2008), 239-263.

[5] M. J. CARRO Y S. RODRIGUEZ-LOPEZ, On restriction of maximal multipliers
in weighted settings, Trans. Amer. Math. Soc. 364 (2012), 2241-2260.

[6]) R. R. CorFmaN, M. CwIKEL, R. ROCHBERG, Y. SAGHER Y G. WEISs, A
theory of complex interpolation for families of Banach spaces, Adv. in Math. 43
(1982), no. 3, 203-229.

[7] R. R. CoirmMaN Y G. WEISs, Transference methods in analysis, Conference
Board of the Mathematical Sciences Regional Conference Series in Mathematics,
No. 31, American Mathematical Society, Providence, R.I., 1976.

[8] N. WIENER, The ergodic theorem, Duke Math. J. 5 (1939), no. 1, 1-18.

MARIA J. CARRO, DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO Y MATEMATICA APLICADA, UNIVER-
SIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

Correo electrénico: mjcarro@uem. es

Pégina web: https://www.ucm.es/mjcarro




LA GACETA % ACTUALIDAD 461

Guido Weiss: recuerdos de mi maestro

por

José R. Dorronsoro

Los espacios de Hardy cldsicos H?(ID) de funciones analiticas en el disco unidad

D tales que
1 21

sup — |F(re?®)|P df < oo
0<r<1 27 Jg

fueron introducidos por F. Riesz en 1923, quien les dio ese nombre en honor a un
articulo de G. H. Hardy de 1915. Para p > 1, los limites radiales f(@), cuando r — 1,
de funciones F' € H? (D) existen para casi todo 6 en la circunferencia unidad T, son
funciones en LP(T) y las funciones F' € HP(D) se pueden recuperar a partir del
espacio HP(T) de estos limites mediante el niicleo de Poisson. Los espacios de Hardy
pueden también definirse en el semiplano superior H = {z + iy : y > 0} y, aunque
ambos espacios no son estrictamente equivalentes, muchas de las propiedades de las
funciones H? (D) se extienden a HP(H). Esto es particularmente cierto en lo que se
podria llamar la teorfa «real» de los espacios de Hardy. De hecho, para 1 < p < oo
los espacios HP(H) coinciden esencialmente con los LP(R), dado que la transforma-
da de Hilbert estd acotada en estos, aunque no en L*(R). En realidad, H'(H) esta
contenido estrictamente en L'(R) y, a su vez, su dual, el espacio BMO(R) de fun-
ciones de oscilacién media acotada, contiene estrictamente a L>°(R). La situacién es
maéas complicada en el caso p < 1 donde, por ejemplo, los valores frontera ya han de
tomarse como distribuciones.

La teoria «clasica» de los espacios H? de funciones analiticas dio paso en los
anos 60 y 70 a la teorfa de los espacios de Hardy reales en el semiespacio supe-
rior Ri“. Uno de los primeros grandes trabajos de Guido fue el articulo de 1960 en
Acta Mathematica [5], escrito con Elias Stein, probablemente la figura més relevante
del An&lisis Armoénico de los tltimos 60 anos, y el primer colaborador estrecho de
Guido tras sus casi simultdaneos doctorados en Chicago bajo la direccién de Antoni
Zygmund.

En cierto sentido, ese articulo abri6é el camino a los espacios de Hardy de va-
rias variables «a la Fefferman-Stein», descritos en su gran articulo de 1972 en Acta
Mathematica [2], y donde se dan caracterizaciones «intrinsecas» de los espacios H?
ya en términos de sus funciones o distribuciones en R™ y de forma paralela (cuando
no independiente) de su definicién inicial en términos de funciones armonicas.

Todo esto dio lugar a una explosion en la que los espacios de Hardy se extendieron
a diversos dominios, y que se puede apreciar en los dos volimenes de los Proceedings
del simposio Harmonic Analysis in Fuclidean Spaces, celebrado en julio de 1978 en
Williamstown, Massachusetts y organizado por Guido y Steve Wainger, voliimenes
que recogen el estado del arte tras su enorme desarrollo en las dos décadas previas y
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marcan su devenir en la siguiente. Muchas de estas extensiones se describen en otro
gran articulo de Guido, en el Bulletin de la AMS [1], y escrito con Raphy Coifman,
también uno de sus grandes colaboradores. El ambito habitual de estas extensiones
suele ser el de los espacios de tipo homogéneo, y en este contexto el estudio de los
espacios HP, 0 < p < 1, profundiza en su caracter més intrinseco, centrandose en las
descomposiciones atémicas, debidas a Fefferman, Stein y Coifman, y que en cierta
medida pasaron a ser su definicién de hecho.

Sin embargo, en algunos casos estas extensiones de los espacios H? si se pueden
abordar desde una perspectiva afin a la clasica o a la del semiespacio superior Rﬁ“.
Un ejemplo son los semiplanos de Siegel: al igual que RT‘l se sitia «encimay de
R™, los semiplanos de Siegel se sitian «encima» del grupo de Heisenberg. En este
caso Korany y Vagi estudiaron HP, para el caso 1 < p < co, mediante acotaciones
LP del operador de Cauchy-Szeg6, mientras que Garnett y Latter lo hicieron para
p < 1 mediante descomposiciones atémicas. Este es, junto a la teorfa de pesos A, de
Muckenhoupt (ya estudiados por José Garcia-Cuerva para los espacios HP cldsicos),
el contexto de mi tesis doctoral, codirigida por Guido y por Mitch Taibleson, a partir
de una sugerencia de Coifman.

La tesis me dio, naturalmente, la oportunidad de interactuar con Guido de mane-
ra continuada y conocer asi su vasto conocimiento de todos los aspectos del Analisis
Armoénico del momento, su pasiéon por las matemaéticas, su permanente disponibi-
lidad y su paciencia para explicar lo que no sabia o lo que por mis limitaciones
no llegaba a comprender. Guido era ademds un excelente docente, claro, ordenado
y metddico, como pude apreciar al poco de llegar a la Washington University (o
Wash U, en abreviatura un poco equivoca) en el curso que nos impartié sobre Teo-
ria de la Medida y Anélisis Funcional, basado en los dos miticos libros verdes de
Walter Rudin. Y, también, un magnifico escritor, lo que se aprecia en sus articulos y
en su famoso libro Introduction to Fourier analysis on Fuclidean spaces [4], escrito
con Stein, y que junto con el no menos famoso Singular integrals and differentiability
properties of functions [3], también de Stein, fueron de estudio y consulta obligada
casi todos los dias.

Otra cualidad muy sobresaliente de Guido (y de Barbara, su mujer) era su hospi-
talidad, no solo personal sino también institucional, en el sentido de la acogida que,
por su mediacién, el departamento de matematicas de Wash U nos ofrecié a muchos.
No hay que olvidar que la oportunidad de hacer un doctorado en una universidad
americana, nada facil hoy, lo era mucho menos en la Espafna de los 70, llena de cam-
bios, dificultades e incertidumbres. Aqui es también inevitable recordar a Miguel de
Guzmén, buen amigo de Guido y otra persona enormemente generosa que trabajé
sin descanso para abrir la matemaética espafiola al mundo. Se ha observado en otro
sitio cémo la prohibicién, siendo un nifio en la Italia de finales de los 30, de seguir
yendo a su escuela puede estar en la raiz del esmero de Guido en la bienvenida y
atencion que nos dio. Yo, que también le oi comentar, sonriendo y sin ninguna traza
de amargura, algin que otro episodio similar de rechazo, estoy de acuerdo con esa
idea. A ello seguro que contribuia su constante sentido del humor, tanto con sus
frecuentes puns (como cuando paseando por los alrededores de Jarandilla llegamos
al pueblo vecino del Guijo de Santa Barbara, nombre que inmediatamente cambi6
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Guido Weiss con algunos de sus colaboradores y alumnos (El Escorial, 1987).

a Guido de Santa Bérbara), como con sus chistes (unos mejores que otros, pero
siempre me rio al acordarme de la discusiéon entre un sacerdote catélico, un pastor
protestante y un rabino judio sobre el origen de la vida). Y otra observacion, esta
vez mia pero puede que bastante compartida, es que nuestros afios en Cupples Hall
estan entre los mejores de nuestras vidas.

En fin, no es facil sintetizar todo lo que ha supuesto Guido para muchos de
nosotros, pero igual puede servir una frase que le escuché y que creo que atribuia
a Zygmund, y es que para juzgar el trabajo de un matemético hay que integrar su
parte positiva. Esa integral es enorme en el caso de Guido. Pero diria que la frase
no solo vale para los matematicos, sino también para la funciéon que en cierto modo
es la vida de cualquier persona. Y si bien la estimacién de la integral matematica
de Guido es relativamente sencilla, creo que acotar superiormente su integral vital
seria mucho mas dificil.
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Guido Weiss y la teoria de descomposicion de funciones

por

Gustavo Garrigos

Guido Weiss ha dejado una profunda huella en el Andlisis Armoénico, con impor-
tantes contribuciones en gran variedad de temas, y una amplia escuela de alumnos,
colaboradores y admiradores, que cuenta con varios representantes en nuestro pais.
Mas alla de las matematicas, destaca también su extraordinaria personalidad, ami-
gable, generoso, abiertamente internacional y con un toque de humor caracteristico
que tanto recordamos quienes lo conocimos. En esta nota daremos algunas pincela-
das sobre el trabajo de Guido, en el que las facetas personal y profesional siempre
han estado estrechamente ligadas.

Como matemaético, hay dos cualidades de Guido que destacaria sobre las demaés.
La primera, su excelente labor como maestro, con una capacidad natural para expli-
car conceptos profundos en términos sencillos, apoyado siempre en una redaccién y
una caligrafia impecables. Una muestra temprana de ello fue la concesion en 1967 del
premio Chauvenet de la MAA al mejor articulo expositivo, por su trabajo Harmonic
Analysis [11], donde hace un recorrido de la teoria desde las series de Fourier a los
grupos LCA.

El segundo aspecto, relacionado con su investigacion, ha sido su gran intuicién
para descubrir, desarrollar y difundir teorias basicas de una gran trascendencia,
recogidas desde su fase inicial en monografias muy bien redactadas y autocontenidas.
Entre estas podemos mencionar la teoria de espacios de Hardy HP en varias variables
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(con E. Stein), la teoria de espacios de naturaleza homogénea y los métodos de
transferencia en andlisis (ambos con R. Coifman), la teoria molecular de los espacios
de Hardy (con R. Coifman y M. Taibleson), y mds recientemente, sus relevantes
contribuciones relacionadas con la teoria de ondiculas (con E. Herndndez, E. Wilson
y otros colaboradores).

En esta nota haremos un breve recorrido de las contribuciones de Guido Weiss re-
lacionadas con la descomposicién de funciones, desde las teorias atémica y molecular
hasta las bases de wavelets, a través de tres monografias fundamentales [3, 6, 8].

La monograffa [3] presenta la teorfa de espacios de Hardy desde un enfoque
centrado en las descomposiciones atémicas, obtenidas por Coifman en [1]. Esta esta-
blece que toda distribucién f € HP(R), 0 < p < 1, se puede escribir como una suma
infinita de «a4tomos»

=Y Naj,
J

donde un p-dtomo es una funcién a(z) que cumple
sopac I, Ja@| <177y [al@atdr =0, 0<k<ifpl (1)
R

para algtn intervalo I C R. Ademas, ||f||z» es equivalente a

Uz, == inf{(z W'p)w = ZAMJ}'

J

En [3], a partir de esta definicién, se desarrolla una teoria general de espacios H?(X),
cuando el conjunto X es un espacio de naturaleza homogénea [2], que recupera de
manera sencilla y elegante los resultados de la teoria clasica.

Ademas, en [3] se introduce la nocién de «moléculay (ampliada posteriormente
en [10]), para solventar algunas limitaciones de las descomposiciones atémicas. Una
molécula M(z) ya no tiene necesariamente su soporte en un intervalo I, pero si
suficiente decaimiento en torno a un punto o, de modo que

)1/P+€

M(@)| < 12/ (14 kel

)

para un ndmero fijo € > 0 (ademés de la condicién de cancelacién en (1)). Todo
atomo es una molécula y, como se demuestra en [3, 10], toda molécula se descompone
como suma de dtomos. Ademads, se cumple la caracterizacién

e = {1 =S}
J

En general, los operadores interesantes en andlisis no preservan atomos, pero
si envian atomos en moléculas, estableciéndose de esta forma un sencillo criterio
para comprobar que un operador T estd acotado en HP. A partir de este criterio se
deducen en [3, 10] nuevos teoremas sobre multiplicadores de Fourier en H?.
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Las descomposiciones en dtomos o moléculas, f =" y A;M;, sin embargo, tienen
la limitacién de no ser unicas; de hecho, la construccién de las M; depende de cada
f, v en aquel momento no parecia sencillo encontrar una familia comtn {M;}; que
representase a todos los elementos f del espacio HP.

A mediados de los 80 este panorama cambia con las importantes aportaciones
(simultaneas, pero independientes) de M. Frazier y B. Jawerth por un lado, y de
P. G. Lemarié e Y. Meyer por otro. Los primeros, durante su paso por Washington
University, desarrollan la teorfa de la transformada ¢, [4, 5], que establece para toda
distribucién f € §'(R) (modulo polinomios) una representacién comin

f= j{: Nk, con Njp = (f, k) (2)
ez

en términos de un par de funciones fijas ¢, € S, donde
Yjp(z) = 2j/21/J(2jx — k). (3)

Es decir, las «moléculas» 1); 1 son traslaciones y dilataciones de 1), en torno al in-
tervalo diddico I = 277[k,k + 1), y los coeficientes \;x se determinan de forma
explicita mediante el producto escalar de f con una funcién similar ¢; . Ademas,
esta descomposicién permite caracterizar las normas de los espacios clasicos de fun-
ciones de tipo Besov y Triebel-Lizorkin; por ejemplo, para estos ultimos, de la forma

, , 1/
£y, ~ [ (2 222l )

JEZ KET

Como caso especial, para los espacios de Hardy HP = Fz(>)72 se obtienen representa-
ciones en términos de moléculas (o incluso atomos) de clase C*°.

Por otro lado, Y. Meyer va més alld, y junto con Lemarié [9] construye una
funcién ¢ € S de modo que no solo se cumple la descomposicién en (2) (con ¢ = ),
sino que ademds el sistema {1, 1}, rez es una base ortonormal de L?*(R), e incluso
una base incondicional en los espacios de suavidad clasicos B;’q y F;q.

Guido Weiss comprende rapidamente la importancia de estos resultados, y sus
conexiones con la teoria clasica de Littlewood-Paley. Pronto comienza a trabajar
con dichos autores, y emprende la tarea de redactar la monografia [6], basada en un
curso impartido en Auburn University en 1989. Este texto proporciona un recorrido
detallado y unificado de toda la teoria, desde los atomos y moléculas hasta la trans-
formada ¢ y las wavelets, en un lenguaje claro y preciso, que convierten a [6] en un
excelente recurso para quienes desean iniciarse en este campo.

A la vez, [6] marca también el inicio del interés de Guido Weiss por la teoria de
ondiculas, en la que trabajarfa durante muchos anos. Una ondicula (o wavelet) es
una funcién ¢ € L%(R) tal que el sistema {1/} } j kez definido en (3) forma una base
ortonormal. Para Guido se convierte en un reto comprender mejor las propiedades de
estas funciones v, para lo cual las estudia detenidamente, encuentra nuevos ejemplos,
escribe articulos fundamentales sobre su estructura, y dicta cursos de doctorado en el
tema. Este trabajo culmina en 1996 con el libro [8], escrito junto con E. Hernéndez,
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y que es de nuevo una referencia fundamental en su campo. En ese libro aparece
un resultado de su estudiante de doctorado Xihua Wang (e independientemente de
G. Gripenberg [7]), que establece que una funcién 1 € L?(R) es una ondicula si y
solo si ||¢||2 = 1 y se cumplen las ecuaciones

N@OP =1 y > 9(27€) ¥(2(& + 2mm)) =0 (4)

JEZ §=0

para todo m € 2Z + 1 y casi todo punto £ € R. Guido siempre estuvo muy orgulloso
de este resultado, y las ecuaciones (4) sirvieron de modelo para muchas variantes de
sistemas generalizados de tipo wavelets que se introdujeron posteriormente (una de
ellas son las denominadas shearlets, con sus numerosas aplicaciones).

En conclusidn, creo que (4) constituye un bonito ejemplo del estilo de trabajo de
Guido: priorizando la comprensién de las propiedades fundamentales que subyacen
en una teoria, las divulga y transmite con entusiasmo a estudiantes y colaboradores,
y, tras reconocer con justo crédito la labor comiin, culmina con un texto elegante y
completo, que pueda resultar util para toda la comunidad matematica.
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Notas acerca de la contribucién de Guido Weiss
a la teoria de ondiculas

por

Demetrio Labate

Guido Weiss contribuyd de manera significativa al estudio de las ondiculas y su
trabajo ha sido fundamental para desarrollar la teoria matemadtica y hacerla una
parte integral del Andlisis Armonico.

Las ondiculas se comenzaron a usar en los afios 80 del siglo pasado por Grossmann
y Morlet para superar las limitaciones de la transformada de Fourier con ventana
en las aplicaciones al tratamiento de senales. Su idea, basada en la construccién de
una descomposicion de funciones que consistia en dilatados y trasladados de una
sola onda, ha sido muy fructifera y, a través de las contribuciones fundamentales de
Lemarié y Meyer [8], Mallat [9] y Daubechies [2], permitié la formulacién del An4lisis
Multirresolucién (MRA) y la definicién de un procedimiento algoritmico para cons-
truir descomposiciones con ondiculas especialmente disenadas para las aplicaciones
al tratamiento de imégenes.

Cuando conoci a Guido en el afio 2000 ya habia publicado su excelente monografia
titulada A First Course on Wavelets [6] junto con E. Herndndez, donde todo lo
conocido hasta la fecha sobre la teoria matemaética de las ondiculas se describia
rigurosamente y con una cuidadosa presentacion. Sin embargo, una queja frecuente
de Guido era: «casi no sabemos nada acerca de las ondiculas». Yo interpreté esta
frase como una actitud socratica, donde el acto de cuestionarlo todo precede a un
esfuerzo renovado para hacer una investigaciéon exhaustiva.

La nocién de ondicula todavia se estaba desarrollando en los anos 90 del siglo
pasado. Mientras que el Analisis Multirresolucién se habia consolidado como un
método efectivo para construir bases de ondiculas de la forma

AW) = {thje = 27227 - —k) : j,k € Z} C L*(R), (1)
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este método dejaba sin respuesta muchas preguntas fundamentales, que incluian su
extension a varias variables y la relacién entre las ondiculas MRA —aquellas que
provienen de un Anélisis Multirresolucién o alguna de sus variantes— y las ondiculas
entendidas en un sentido mas general.

En el caso unidimensional, una ondicula es una funcién ¢ € L?(R) tal que la
coleccién A(1)), dada por (1), es una base ortonormal (BON) de L?(R); en este caso
A(1) se conoce con el nombre de sistema ortonormal de ondiculas. Por tanto, una
pregunta natural es: jqué condiciones son necesarias o suficientes para que 1 sea una
ondicula? Ademads, como se conocia que hay ondiculas que no son ondiculas MRA
[1], otra pregunta relacionada con esto es: jqué condiciones se necesitan para que
no sea solo una ondicula, sino también una ondicula MRA?

Guido condujo a muchos estudiantes y colaboradores hacia la investigacion de
estas preguntas y concluyé con el descubrimiento de dos ecuaciones simples que ca-
racterizan completamente todas las ondiculas unidimensionales. Esto es, ¢ € L*(R)
es una ondicula si y solo si ||| = 1 y satisface

SO =1, ctp EER, (2)
JEZ

DY (E+2mm)) =0, ctp E€R, me2Z+1, (3)
j=0

donde (&) = Jg €7 " (x) dx es la transformada de Fourier de ).

De hecho, estas ecuaciones eran conocidas, aunque bajo condiciones mas restricti-
vas. Se sabia que la ecuacién (2) era una condicién necesaria, a la que frecuentemente
se le llama condicion de Calderén, ya que diferentes versiones de esta resolucién de
la identidad habian aparecido en los trabajos de A. Calderén. Las ondiculas MRA
también se pueden caracterizar usando una sencilla ecuacién; a saber, una ondicula
¥ € L*(R) es una ondicula MRA si y solo si

Dy(€) =YD (2 (E+2km)P =1, ctp. ER,

J=1keZ

resultado demostrado por Wang [10], estudiante de Guido, y Gripenberg [3], de
manera independiente. El lector interesado puede encontrar una demostracién deta-
llada, junto con una perspicaz discusién de estos resultados, en [6, Ch. 7].

Esta linea de investigacion iniciada por Guido continué desarrollandose, conclu-
yendo con el descubrimiento de ecuaciones que extienden las férmulas (2)—(3) a un
contexto mds general. En un trabajo conjunto con Guido y Eugenio Herndndez [5],
consideramos una coleccién muy general de funciones de la forma

{Tc,kgp: k€Z",peP}C L*R"), (4)

donde {g, : p € P} es una familia numerable en L?(R"™), T, es el operador de
traslacién definido como Ty, f(x) = f(z —y) vy {Cp : p € P} es una coleccién de
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Guido Weiss rodeado de algunos colaboradores y alumnos durante la conferencia en
su honor celebrada en 1993 en la Universidad Auténoma de Madrid.

matrices invertibles de orden n x n. Bajo unas condiciones poco restrictivas, resulta
que el sistema (4) es un marco de Parseval! de L?(R™) si y solo si se cumplen

el @ =1, ctp R, (5)
peP
Z \detc |9p g;;(&—l—a) =0, ctp.£€R” a€A, (6)
JEPa

donde A = UpE'P(C DWHZ™) y Po = {p € P : Cla € Z"}. Se puede demostrar
que las ecuaciones (5) y (6) no solo implican (2) y (3) sino que también se pueden
usar para obtener resultados que caracterizan los sistemas de Gabor, los paquetes de
ondiculas y, en general, las ondiculas multidimensionales. Por ejemplo, escribiendo
P={0G0):je€Zl=1,. L} Cp=Cjp= A" g, = gjv = D)y’ donde
Pt € L*(R™) y Dy es el operador de dilatacién asociado con la matriz invertible A
de orden n x n, definido como (D4 f)(z) = | det A|'/? f(Az), entonces el conjunto (4)
se transforma en el siguiente sistema afin:

At Y = {D\ Ty jeZ,keZ™ 0 =1,...,L}.

1Un conjunto {¢,} C L?(R™) es un marco de Parseval de L%(R™) si ZU [f, du) 2 = |If|? se

cumple para toda f € L2(R™). Si, ademds, ||¢.|| = 1 para todo v, se tiene que {¢, } es una base
ortonormal.
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Usando la teorfa general se obtiene que el sistema afin A(«", . .., ") es un marco
de Parseval de L?(R") si y solo si se cumplen las ecuaciones

L
SN WHBIYP =1, ctp LR,

(=1 jEL.

Z > (B DBI(E+a) =0, ctp R, ac sz,

{=1j€EPq JEZ

donde P, ={j € Z: B~9a € Z"} y B = A! es una matriz invertible de orden n x n
que tiene la propiedad de ser expansiva en subespacios®. Las ecuaciones anteriores
caracterizan no solo los sistemas de ondiculas en varias dimensiones con matrices
expansivas (esto es, aquellas cuyos autovalores tienen médulo mayor que uno), que
son una generalizacién directa de las bases ortonormales en dimensién uno (1), sino
también los sistemas de ondiculas con matrices de dilatacién no necesariamente ex-
pansivas. Esta tltima observacién resulta sorprendente, puesto que era costumbre
suponer que las matrices de dilatacion tenian que ser expansivas para generar un
sistema de reproduccion. Resultd ser también una fuente de inspiracién, ya que mo-
tivo la construccién de representaciones similares a las ondiculas para funciones de
varias variables que son mads flexibles que las ondiculas diddicas separables, tales
como las ondiculas con dilataciones compuestas [4] y las shearlets [7]. Este descu-
brimiento impulsé una intensa actividad investigadora acerca de las propiedades y
aplicaciones de esta clase de sistemas parecidos a las ondiculas, pero usadas para
representar funciones de varias variables, que ha producido cientos de publicaciones.
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