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La musica de Charles Fefferman

por

Luis Seco

RESUMEN. Basdndonos en la obra matematica de Charles Fefferman, y con
ocasién de que haya recibido el Premio Fronteras del Conocimiento en Cien-
cias Bésicas en la edicién de 2022, presentamos una reflexién sobre el proceso
creativo matematico a través de un divertimento musical.

Conoci a Charlie Fefferman en el otofio del 1985, cuando llegué a Princeton
para hacer el doctorado. Como todo estudiante de primer afo, nuestro cometido
principal no era ni investigar, ni aprender; John Mather, el director del programa
de posgrado, lo dejé6 muy claro en su charla introductoria: la tarea principal que
se nos encomendaba era ir religiosamente, todos los dias a las 3:30, a tomar el té.
Para el que pueda pensar que esto era una afirmacién frivola, o simplemente una
exageracién, diré que en realidad era una metafora: lo que se pretendia es que nos
conociéramos los unos a los otros durante ese primer ano, en el que por supuesto
asistifamos a cursos y empezabamos a decidirnos por la persona que seria nuestro
director durante los tres anos siguientes. Para ello era fundamental entender quién
era, realmente, cada uno de los profesores del departamento, cada uno con su estilo
y sus genialidades particulares.

En el caso de Charlie, yo ya tenia referencias previas —joven prodigioso, genio
adulto—, y sabia de uno de sus logros més notables, su demostracién ([7]), posterior
pero independiente a la de Carleson, de la convergencia puntual de las series de Fou-
rier (en el apéndice se recuerda la definicién de los coeficientes y de la transformada
de Fourier):

oo
F(n) - e2™ = f(x en casi todo punto z.
> fn) : p

n=—oo

Esta era una pregunta que se originé en la segunda década del siglo XIX, a raiz
de los trabajos de Fourier ([11]), y que puso de manifiesto las lagunas que habia en
las matematicas de la época; dio lugar a la creacion de las medidas de Lebesgue y al
establecimiento de los argumentos d-¢ de Cauchy, que defini6 el concepto de limite.
También originé los trabajos de Cantor y, posteriormente, la légica formal de Frege,
Whitehead y Russell, y, en definitiva, las matematicas tal y como se conocen hoy en
dia.

Pero el problema original, en la extensiéon que le dieron los matematicos en el
siglo XX, continuaba abierto hasta que fue resuelto por Carleson en 1966 ([1]), el afio
en que Charlie ingresaba como estudiante de doctorado en Princeton, con 17 anos.
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Charlie ided su propia demostracién siete anos mas tarde, con 24 afios, la edad que
tenia Mozart cuando compuso su Sinfonia n.° 84 o la épera Idomeneo, el Mozart
joven de Salzburgo antes de ir a Viena; por esto, llegué a Princeton con la curiosidad
de que hubiera alguna analogia entre la musica de Mozart y las matematicas de
Charlie, preguntdndome si podia encontrar retazos de la Sinfonia Jupiter o de La
Flauta Mdgica en la manera de entender Charlie sus matematicas.

Todo me quedo claro un dia, cuando en su curso sobre la estabilidad de la materia,
presento la ecuacion

iil// {1 siamOEB(z,R)}dzdR 1)
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Como tnica explicacion, se limité a decir que ambos lados de la ecuacion se
comportan del mismo modo ante las dilataciones y rotaciones, por lo que uno tiene
que ser multiplo del otro por un nimero real; lo tinico que habria que hacer es
calcular la constante % La férmula permite entender la energia potencial del atomo
a base de contar, de modo casi pueril, el nimero de particulas en bolas. En ese
mismo momento, no me qued6 ninguna duda: Charlie era, en realidad, Beethoven, y
su ecuacion (1), se corresponde con el famoso primer compés de su quinta sinfonfa,
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para la energia cinética en su versién relativista,

dzdR
(o) =c [ f u(z) — u(y)| g
R>0,z€R3 Jz,yeB(z,R)

con la misma escueta explicacién anterior. Lo que seguia era una maravillosa com-
binacién de estos dos compases, con sus desarrollos, exposiciones, variaciones y re-
capitulaciones, que tuvo como resultado la maravillosa sinfonia de la estabilidad
relativista de la materia, demostrada conjuntamente con Rafael de la Llave ([10]):

(Hzm Ny, ¥) > —Cz - (M + N).

Remitimos al lector interesado al apéndice para las definiciones de los operadores
Hz v, vy las constantes C'z que aparecen en esta expresion, asi como otros detalles
que puedan ser de utilidad.

Yo segui con el doctorado, feliz y convencido de que estaba bajo la supervision
de Beethoven, hasta que unos anos més tarde, buscando inspiracién para redactar
mi tesis, se me ocurrié leer la de Charlie, que tenia muy a mano en los sétanos del
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edificio Fine Hall, sede del Departamento de Matematicas de Princeton. En ella,
mecanografiada y con féormulas y dibujos hechos a mano, Charlie sent6 las bases de
una nueva manera de pensar el analisis arménico, con la que meses mas tarde resolvia
([5]) una antigua conjetura del andlisis de Fourier, relacionada con el problema del
multiplicador de la bola, un operador que se define truncando la transformada de
Fourier de una funcién por la bola unidad:

A

TF(E) = xBo.1) () - F(6).

Si, en vez de con la bola unidad, se trunca con cualquier rectangulo, el operador es
esencialmente la transformada de Hilbert, la piedra angular de la escuela de Chicago,
para el cual era obvio que estd acotado en todos los espacios LP(R), 1 < p < 0.
La conjetura era que la bola no es tan distinta a los rectangulos, y por tanto ese
operador deberia estar acotado también en los espacios LP, 1 < p < oo. El caso de
p = 2 era evidente, pero el problema seguia abierto para p # 2. Charlie demostrd
en su célebre articulo [5], hecho piblico en 1970, que no era asi, que ese operador
no era acotado en ningin espacio LP salvo el trivial p = 2. Este fue un resultado
revolucionario e inesperado, obtenido solo unos meses después de su tesis, que yo me
disponia a leer.

Cual seria mi sorpresa leyendo la introduccién, un documento magistral, escrita
por un chico que acababa de cumplir 20 anos, que explicaba de modo sencillo pero
profundo cuéles eran las complicaciones del problema, cémo enfocarlo y por qué los
intentos anteriores no funcionaron. Leyendo esas pocas paginas de su introduccién,
uno podria pensar que los miembros de la escuela de Chicago, una de las mas fuertes
corrientes de pensamiento matematico del siglo XX, fueran meros Salieri. Claro que
esto no era cierto; de hecho, mucha de la profundidad de pensamiento que brotaba
de aquellas péaginas tenia el ADN de Elias Stein, el director de tesis de Charlie y
al que Charlie mismo retrat6 en su célebre tributo ([9]). De todos modos, en aquel
momento, mientras leia esas paginas, no me cabfa ninguna duda: Charlie, en realidad,
era Mozart.

También se podria argumentar que Charlie era Johann Sebastian Bach. De hecho,
su resultado més notable ([6]), el que le llevé a conseguir la medalla Fields en 1978,
dio lugar a la ya famosa ecuacién

H' = BMO*. (2)

De acuerdo con las explicaciones que el mismo Charlie presenta cuando cuenta el
substrato de este resultado al gran publico, el origen de estos objetos tiene que ver
con la realidad bidimensional que era objeto de deseo para la ciencia del siglo XIX,
desde entender los campos eléctricos a los modos de hacer mapas bidimensionales
de superficies como la Tierra. Desde nuestra perspectiva musical, lo que vamos a
subrayar son los elementos palindrémicos que (2) comparte con la Ofrenda Musical
de Bach:
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Si se mira la partitura desde el final, uno vera la clave de do invertida, lo que
indica al lector avispado que hay dos voces, una que recorre el pentagrama de arriba
hacia abajo, y otra que lo recorre de abajo hacia arriba. En su resultado [6] de 1971
(ver también la exposicién brillante de Stein en [3]), Charlie conecté dos mundos.
Por una parte, el mundo de las ecuaciones en derivadas parciales de John, Niren-
berg, Lax, Moser, Nash, DiGiorgi y tantos otros, en el cual los espacios de funciones
BMO (Bounded Mean Oscillation, o variacién media acotada, concepto descrito en
el apéndice) fueron piezas angulares en el tratamiento riguroso de un sinfin de pro-
blemas, como por ejemplo las ecuaciones que rigen la elasticidad no lineal. Por otra
parte, el andlisis de la escuela de Chicago, que mencionamos antes, habia encontra-
do la utilidad del espacio de Hardy H' como sustituto de L! en el estudio de las
integrales singulares, como la transformada de Hilbert, que mencionamos también
anteriormente. El resultado (2) de Charlie permite, por tanto, una lectura de ida
y vuelta entre las ecuaciones diferenciales y el andlisis de Fourier, que nos recuer-
da la epifania que supuso para las matematicas el resultado de Joseph Fourier de
1822 ([11]), creando esos ecos tan tipicos de la musica de 6rgano del gran maestro
de Leipzig, y que tan bien narré Elias Stein en su oda a Charlie publicada en las
Notices of the AMS ([4]).

Nunca sospeché, en aquel afio 1985, que me esperaba una vida llena de cola-
boracion con Charlie; unos afios mas tarde, habiendo llegado a mi edad adulta, ya
tenia una perspectiva mas sélida sobre sus matematicas. Durante los afios siguientes,
escribimos juntos més de mil paginas de articulos, la mayoria de ellas redactadas
por él mismo a una velocidad de vértigo. Por este hecho, si uno no supiera ni mate-
maticas ni miisica, se le podria comparar con Rossini, el compositor mas rapido de
la historia, que escribié las 150 000 notas de EIl Barbero de Sevilla en tres semanas,
y del que Wagner llegd a decir que tenia la capacidad de inventar melodias narco-
ticas con suma facilidad. Wagner nunca dijo nada bueno sobre nadie més, por eso
Charlie, que es una bellisima persona, no se puede comparar con él, ni de hecho con
Rossini, pues las mateméaticas de Charlie son siempre profundas. Y a un nivel més
personal, tampoco seria Leonardo da Vinci, que con sus libros de cocina estableceria
una distancia culinaria entre uno y otro.

Mas recientemente ([8]), Charlie ha estado concentrando gran parte de su trabajo
en los teoremas de extension de Whitney, cuya formulacion original se remonta al
ano 1934 y se centra en la extension de funciones f definidas en un conjunto arbi-
trario E C R™ a una funcién lisa sobre todo el espacio euclideo, F' € CM (R™). Las
preguntas son numerosas: jexiste tal extensién?; si existe, jcomo de pequena pode-
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mos hacer la norma de F en CM?; ;qué relaciéon hay entre f y F? Estas preguntas
tienen un transfondo académico de geometria algebraica y variables complejas, pe-
ro, si lo planteamos como un ejercicio de interpolacién/extrapolacién, nos damos
cuenta de la relevancia que tienen en el postmodernismo de la ciencia de datos, del
mismo modo que Stravinsky, al componer su ballet Pulcinella, no tuvo escripulos
en recurrir a temas musicales clasicos, lo que curiosamente hizo que fuera criticado
por algunos de sus colegas de la época.

Poincaré decia que hay dos tipos de matematicos, los 16gicos y los intuitivos,
que desde nuestra perspectiva serian, unos, los que dominan la letra, y otros, los
que dominan la musica; Charlie serfa los dos, y por tanto se asemejaria a Schubert
y cada uno de sus articulos seria un lieder grandioso. Pero quiza Charlie sea mas
revolucionario que todo esto; se podria argumentar que, mas alla de letra y musica,
Charlie es como Monteverdi, el que cre6 un estilo musical nuevo, mezclando miisi-
ca, letra, la representacién escénica y el baile para alcanzar cotas nunca vistas de
expresion artistica: la épera. Su primera creacién, L’Orfeo, como no podia ser de
otro modo, nos cuenta como la misica permite al héroe encantar a Caronte y de ese
modo rescatar a su amada del ultramundo, convirtiendo a la musica en el personaje
central y, como en el caso de Charlie, a su obra en algo que nos redime.

Finalmente, y al margen de posibles desavenencias con mis apreciaciones, bien
musicales, bien matemaéticas, si espero que estemos de acuerdo en que, de una ma-
nera u otra, las matematicas de Charlie Fefferman merecen celebracién, y el premio
Fronteras del Conocimiento es justo reconocimiento. Su huella es profunda, visible,
transcendental y ha sido objeto de numerosas reflexiones ([2], [4], y muchas otras).
Consecuentemente, animo a los presentes, como ya hiciera en otra memorable ocasién
ese alumno aventajado de Charlie, Antonio Cérdoba, a un brindis.

iA su salud, maestro!

APENDICE

1. Los coeficientes de Fourier de una funcién f : [0,1] — R se definen como

1
f(n) = / fz)e 2™ dg, n €N,
0
y la transformada de Fourier de f como

f&) =] fl@)e ™€ de, ¢eR™

Rn

2. La estabilidad de la materia se expresa de modo matematico por la desigualdad

(Hz,m,nY, ) > —Cz - (M + N),

donde
N

HzmN = Z(—Am) +VzmN (3)
k=1
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es el hamiltoniano correspondiente a M ntcleos de carga Z; localizados en puntos y;
acompaiados de N electrones en puntos z;, y Cz es una constante que solo depende
de las cargas Z;. En (3) el término laplaciano representa la energia cinética y la
energia potencial viene dada por el operador multiplicativo

Z; 7,
Yz = Z\x—m 2T =] Zm—yk\

<k i<k Yj _yk|

3. Las funciones f : R™ — R de Bounded Mean Oscillation (BMO), o de variacién
media acotada, vienen definidas como aquellas cuya variacién sobre su media fg =
fQ x) dx estd acotada para todos los cubos @ C R™,

sgp@/Q|f(x)—fQ|dx§A<oo.

Por otra parte, las funciones de H*(R™) son aquellas que, estando en L'(R™), sus
transformadas de Riesz Ry f también estén en L'(R™):

Ref(€) = —i k. j6), 1<k<n, €cR"
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