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Jean Francois Le Gall
y las geometrias brownianas universales

por

Marta Sanz-Solé

RESUMEN.  Este articulo es un modesto homenaje a Jean-Francois Le Gall,
con ocasién de su distincion con el Premio Fronteras del Conocimiento en
Ciencias Bésicas, en su XIV edicién. Contiene una breve resefia biografica y la
presentacion, de manera asequible a matemaéticos con conocimientos de proba-
bilidad no necesariamente amplios, de uno de sus resultados mas destacados:
la existencia de la esfera browniana y el papel que desempeiia.

1. INTRODUCCION BIOGRAFICA

Jean-Francois Le Gall es uno de los probabilistas contemporaneos de mayor cali-
bre y proyeccion internacional. Recibi6 su formacién mateméatica en la Ecole Normale
Supérieure de Paris entre los anos 1978-1982 y, ya durante este periodo, se inicié
en la investigacion para elaborar una tesis doctoral. Lamentamos no poder desvelar
cual fue inicialmente su eleccién de linea de investigacion y quién era el investigador
que debia dirigirle el proyecto. El caso es que el joven Le Gall sinti6é cierto des-
contento con el estilo de supervision de su tutor. Busco, reflexion6 e identificé un
nuevo camino que le parecié atractivo y solvente para poder remontar la crisis y
llevar a término su proyecto. Fue pues en parte el azar quien propicié el encuentro
entre Le Gall, el doctorando, y Marc Yor (1949-2014), su director de tesis, mentor,
companero de laboratorio durante muchos afios y uno de sus colaboradores durante
la infancia cientifica de Le Gall. Esta casualidad, tan fantastica para el desarrollo de
la probabilidad, explica en buena medida la importancia de los problemas que han
motivado los descubrimientos de Le Gall y, en general, su espectacular trayectoria
profesional.

Marc Yor es una de las figuras méas relevantes de las ultimas décadas en el area
de los procesos estocasticos. Enamorado de la obra pionera de Paul Lévy sobre el
movimiento browniano, su legado, extremadamente prolifico, original y profundo,
se mueve alrededor de este objeto matemaéatico tan intrigante y complejo. Yor supo
transmitir a Le Gall atracciéon por la probabilidad y fascinacién por el movimiento
browniano. Lo hizo del modo més adecuado para un joven estudiante con talento
excepcional: recomendandole articulos substanciales y recientes para su estudio y
analisis, ejerciendo de acompanante en sus descubrimientos y de catalizador en la
transformacién de su gran potencial en resultados tangibles. Todo ello con constancia
y sin intervencionismo, con generosidad y entusiasmo.



498 JEAN FRANGOIS LE GALL Y LAS GEOMETRIAS BROWNIANAS UNIVERSALES

La obra cientifica de Le Gall pivota en torno al mundo browniano: las salchichas,
serpientes, excursiones y esferas brownianas, los discos y cactus brownianos, etc., for-
man parte de los titulares de sus resultados. Sus contribuciones abarcan el estudio
fino de las trayectorias del movimiento browniano; por ejemplo, puntos multiples,
puntos accesibles desde el infinito, propiedades fractales o las genealogias aleato-
rias (procesos de ramificacion, drboles aleatorios), desarrollos todos ellos seminales
en la teoria del potencial aleatorio y las geometrias aleatorias. En este articulo nos
centramos en un resultado concreto de este dltimo campo: la existencia de un ob-
jeto geométrico aleatorio llamado esfera browniana. Para facilitar la comprension,
empezamos situando el tema en un marco elemental que tiene interés por si mismo.

2. PRELIMINARES

No podemos adentrarnos en el universo browniano sin asegurar el conocimiento
de algunos ingredientes fundamentales. Esta seccion tiene esta finalidad. Consta de
dos partes. En la primera se presenta el objeto basico, el movimiento browniano, y,
en la segunda, se describe una de sus posibles construcciones como limite de una
sucesion de paseos aleatorios. Como se vera més adelante, la construccién de la esfera
browniana es de alguna manera una réplica de esta construccién en un paisaje mucho
mas complejo.

2.1. EL MOVIMIENTO BROWNIANO

Una buena parte de los desarrollos en mateméticas tienen su origen en la ob-
servacion de fenémenos que ocurren a nuestro alrededor y en los laboratorios. Un
ejemplo lo tenemos en el movimiento browniano, un objeto paradigmatico y central
en este articulo. Robert Brown, un boténico escocés del siglo XIX, public6 en 1828
un informe sobre las observaciones que llevé a cabo en el microscopio del movimiento
de particulas de polen, y también de componentes inorganicos en suspensién en un
liquido (véase [8]). En aquella época era casi imposible dar una explicacién cientifica
rigurosa de las trayectorias erraticas de las particulas. Sin embargo, anos mas tarde,
a finales del siglo XIX y comienzos del XX, matematicos, fisicos y quimicos ilustres,
entre ellos Bachelier, Ehrenhaft, Perrin, Schmoluchowski y, muy especialmente, Eins-
tein ([12]), avanzaron en su comprensién, motivados por obtener una confirmacién
de la teoria atémica de la materia. No nos adentraremos aqui en una descripcion de
los descubrimientos tan importantes de estos cientificos, sino que damos un salto en
el tiempo hasta el afio 1938, cuando Norbert Wiener propuso en [29] una definicién
sintética del movimiento browniano que es la que exponemos a continuacion.

En la teoria de la probabilidad, el azar se introduce mediante una variable w € €2
de un espacio de probabilidad subyacente (€2, F, P), un caso particular de espacio de
medida. Motivado por la modelizacién de fenémenos evolutivos no deterministas, se
introduce el concepto de proceso aleatorio o estocdstico, un conjunto de funciones
que dependen del pardmetro w € ) y que representan la evoluciéon temporal del
fenémeno. El movimiento browniano unidimensional es un ejemplo, entre los mas
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famosos, de proceso aleatorio. Siguiendo la definicién dada por Wiener, es una apli-
cacién B definida sobre [0, 00) X 2, con valores en R, que cumple ciertas condiciones
de medibilidad (que no precisaremos) y tal que:

1. B(0,w) = 0, para todo w € €.

2. Para cualquier 0 < s < ¢, la variable aleatoria w — B(t,w) — B(s,w) tiene una
distribucién normal (o gaussiana) N(0,¢ — s).

3. Fijados 0 < s1 < t; < sy < ty arbitrariamente, las variables aleatorias
B(ti,w) — B(s1,w) y B(te,w) — B(s2,w) son independientes.

4. Para cualquier w en un subconjunto de € de probabilidad 1 (es decir, casi
seguramente), las funciones t — B(t,w), llamadas trayectorias, son continuas.

En general, se omite la escritura explicita de la variable w. La propiedad 1 establece
el valor cero como inicio de todas las trayectorias. La condiciéon 2 expresa la idea
de estacionariedad temporal. Ademaés, de ella se deduce que para cualquier valor
t > 0, la variable aleatoria B(t), definida por w — B(t,w), tiene una ley normal, con
valor medio cero y varianza t. La propiedad 3 indica una pérdida de memoria en la
evolucién futura respecto a la pasada.

La definicién de movimiento browniano (o proceso de Wiener) unidimensional
puede generalizarse a cualquier dimensién. Un movimiento browniano d-dimensional,
d > 1, es una aplicacién B definida en [0,00) x Q, con valores en R?, tal que las
aplicaciones componentes B’/ := (B’(t,w), (t,w) € [0,00) x Q), 1 < j < d, son
movimientos brownianos unidimensionales independientes, es decir, cualquiera de las
variables aleatorias de B’ son independientes de las de B si j # k. El movimiento
browniano en dimensién d = 3 proporciona una descripcién rigurosa de la trayectoria
de una particula en suspensiéon en un fluido: la particula browniana. Cada una de
las componentes del vector posicién evoluciona independientemente de las demés en
la forma de un movimiento browniano unidimensional. En el caso d = 2, hablamos
del movimiento browniano en el plano.

2.2.  APROXIMACION DEL MOVIMIENTO BROWNIANO POR PASEOS ALEATORIOS

A partir de la aproximacién del movimiento browniano mediante una sucesién
de paseos aleatorios, ilustramos en esta seccién un principio de aproximaciéon de
trayectorias aleatorias continuas por estructuras aleatorias discretas, a la vez que
se exhibe una propiedad de universalidad del movimiento browniano. El objetivo
es doble. Por una parte, ahondar un poco méas en el conocimiento del movimiento
browniano y, por otra, presentar el enfoque que servira de guia para la comprensién
del resultado de Le Gall sobre la construccion de la esfera browniana.

Consideremos el desplazamiento de una particula en el conjunto de los niimeros
enteros Z de acuerdo con el mecanismo siguiente. Inicialmente (n = 0) la particula
estd en 0. Se lanza una moneda al aire. Si sale cara, la particula se sittia en 1; si
sale cruz, la particula se desplaza al punto —1. Repetimos este proceso de manera
independiente. Al cabo de n repeticiones, la particula se encontrard en un punto de
Z que es la suma de los desplazamientos en todas las etapas anteriores. Denotare-
mos por (S,,n € Z;) la sucesién de posiciones de la particula a partir de Sy = 0.
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Debido al caracter aleatorio del mecanismo, cada S,, n > 1, es una variable alea-
toria que se expresa como S, = Y. _ X,,, siendo (X,, n > 1) una sucesién de
variables aleatorias independientes que toman los valores +1 con probabilidad %7
si la moneda no estd trucada. La sucesién (S,, n € Z) es el paseo aleatorio de
Bernoulli. Este esquema puede generalizarse. Por ejemplo, partiendo del origen del
reticulo Z? elegimos al azar un desplazamiento a un punto (adjunto) del conjun-
to {(£1,0,...,0),(0,£1,...,0),...,(0,...,£1)}, cada uno de ellos con la misma o
distinta probabilidad. Ello nos llevard a un valor aleatorio S; € Z<. Repetimos el
proceso de manera independiente obteniendo una sucesién S, : Q@ — Z% n > 1,
en la que, como antes, S, = Y _, X, siendo (X,,, n > 1) copias independientes
de la variable aleatoria que hemos especificado en la descripcion del primer des-
plazamiento. Otra generalizacién consiste en suponer que (X,, n > 1) son copias
independientes de una variable aleatoria cualquiera. La sucesién (S,, n € Z;) se
denomina paseo aleatorio o caminata al azar en Z2.

A continuacién explicamos cémo se puede aproximar la curva browniana, o mo-
vimiento browniano d-dimensional, a partir de la sucesién de variables aleatorias
(Sn, n € Zy), es decir, de una estructura discreta. Sin pérdida de generalidad su-
pondremos d = 1 y también que (X,,, n > 1) estd formada por variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas (i.i.d) de valor medio 0 y varianza o2 > 0.

El procedimiento de aproximacion consiste en los pasos siguientes:

a) Se transforman las trayectorias de (S,, n € Zy), que estdn formadas por
un conjunto de puntos en el plano, en trayectorias continuas obtenidas por
interpolacion lineal de aquellas. La informacién contenida en ambos casos
es idéntica. Asi, para t > 0, y siendo [t] el valor entero de t, se define
Y, = S[tj + (t - LtJ)XLthd-

b) Se aplica al proceso aleatorio (Y;, t > 0) un cambio de escala, que produce una
aceleracion temporal, y una normalizacién por el factor o/n. Concretamente,
para todo n > 1, se define

1
B™ .= <Bt(”) L 0) :
ovn -

¢) Se demuestra que la sucesién de variables aleatorias (B™), n > 1), con valores
en el espacio de las funciones continuas, converge en distribucion, para n — oo,
hacia el movimiento browniano.

Anadimos algunos comentarios que ayudan a comprender mejor estos pasos. En la
etapa b), la aceleracién consiste en sustituir cada unidad de tiempo por n unidades
de duracién *. El factor 1//n es el mismo que en el teorema del limite central
de aproximacién de la ley normal estandar por una sucesién de sumas de variables
aleatorias i.i.d. Recordemos que, en dicho teorema, la aproximacion significa que la
sucesion de funciones de distribucién de las respectivas variables aleatorias aproxi-
madoras converge hacia la funcién de distribucién de la ley N(0,1). En la teoria de
la probabilidad este tipo de convergencia se denomina convergencia en distribucion,
en ley o débil.
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El resultado que se enuncia del apartado c) es el teorema de Donsker, una versién
en dimensién infinita del teorema del limite central. La terminologia versidn en
dimension infinita se refiere a que las variables aleatorias de la sucesién aproximadora
toman sus valores en un espacio que no es de dimension finita. En el ejemplo que
nos ocupa, es el espacio de las funciones continuas C([0, c0); R).

La extension de la nocién de convergencia en distribuciéon de variables aleatorias
con valores en C([0,00); R), o incluso en espacios mds generales, no es una cuestién
trivial. El problema es la falta de nocién andloga a la de funcién de distribucién de
variables aleatorias con valores en R?. Para superar esta dificultad, se introducen
las distribuciones en dimension finita, es decir, las funciones de distribucién de los
vectores aleatorios obtenidos fijando un nimero cualquiera de valores t1,...,t, €
[0,00). La convergencia de las distribuciones en dimensién finita y condiciones de
compatibilidad proporcionan la generalizacién adecuada. Recomendamos al lector
interesado en més detalles consultar la referencia [6].

El teorema de Donsker ilustra el papel universal del movimiento browniano:
independientemente de la ley de las variables aleatorias (X,,, n > 1) que intervienen
en la definicién del paseo aleatorio, el limite en distribucién de la sucesién (B ") n >
1) es el movimiento browniano. En dimensién finita, el teorema del limite central
nos dice que la ley N(0,1) posee una propiedad de universalidad similar.

3. LA ESFERA BROWNIANA

En esta seccién presentaremos un ejemplo central de modelo continuo de geome-
tria aleatoria en el plano, la esfera browniana, e indicaremos los elementos basicos de
su construccion a partir de modelos discretos. Una caracteristica importante de este
objeto es su universalidad: modelos discretos diferentes, convenientemente escalados,
convergen hacia el mismo limite. En la seccién anterior hemos visto cémo una es-
tructura discreta, el paseo aleatorio, tras un proceso de escalado (véase el paso b) en
el apartado 2.2), converge hacia una estructura continua, el movimiento browniano.
En esta seccion el contexto es méas complejo, pero el principio es andlogo. El nombre
«esfera» evoca un objeto geométrico bidimensional, mientras que el adjetivo «brow-
niana» destaca el papel fundamental del movimiento browniano en su construccion.
La esfera browniana, con el nombre de carta browniana, fue introducida en [22] con
una presentacion distinta.

3.1. CARTAS PLANARES ALEATORIAS

Las cartas aleatorias en dimension 2, o planares, son estructuras aleatorias dis-
cretas que se utilizan en la construccién de la esfera browniana, aunque su interés
transciende este objetivo especifico. Damos seguidamente su definicién y dejamos
para el final la descripcién de algunos de los campos en los que tienen importancia.

DEFINICION 3.1. Una carta planar es una inmersion propia de un grafo finito y
conexo en la esfera bidimensional S?. Se identifican las cartas planares que se co-
rresponden via un homeomorfismo de la esfera que conserva la orientacion.
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Figura 1: Una cuadrangulacién planar.

El término «propia» significa que no se permiten cruces de las aristas. Las caras
de la carta son las componentes conexas del complemento de la unién de aristas o,
equivalentemente, las regiones limitadas por las aristas. El grado p de una cara es
el nimero de aristas que la limitan; en el caso de que los dos lados de una arista
incidan en la misma cara, esta arista cuenta dos veces en el grado de la cara. Ejemplos
relevantes de cartas planares son las triangulaciones (p = 3) y las cuadrangulaciones
(p = 4). En ellas todas sus caras son tridngulos o cuadrildteros, respectivamente.
Usaremos el término p-angulaciones en el caso de que todas las caras de la carta
tengan grado p. Consideraremos cartas planares enraizadas, es decir, con una arista
raiz orientada y su vértice o nodo raiz. El motivo de esta restriccién es basicamente
técnico.

Dotamos al conjunto V(M) de los vértices de una carta planar M de la distancia
usual sobre grafos, d}f, definida asi: para v,w € V(M), d(v,w) es el minimo
nimero de aristas de los caminos que conectan v con w.

Dados dos numeros enteros p > 1 y n > 1, denotaremos por M? el conjunto
finito de cartas planares enraizadas con n caras y grado p. Sefialemos que, si p y
n son ambos impares, el conjunto MP es vacio. Una carta planar aleatoria es una
variable aleatoria con valores en MP. A lo largo de este articulo suponemos que esta
variable aleatoria tiene ley uniforme, es decir, suponiendo que los elementos de MP
son bolas de una urna, se asigna a cada bola la misma probabilidad de ser elegida,
y esta probabilidad es 1/card(MP2).

Como veremos més adelante, para determinados valores de p, la esfera browniana
se obtiene como «limite» cuando n — oo de una sucesién de espacios métricos
aleatorios (V(M,,), dé\f"), siendo M,, una carta planar aleatoria de M2. En la seccién
siguiente introducimos la métrica que se utiliza en dicha convergencia.

Las cartas planares son objetos muy populares en combinatoria ([28]). En fisi-
ca tedrica son utilizadas como modelos de geometria aleatoria en el ambito de la
gravedad cudntica en dimensién 2 ([3]).
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Figura 2: Simulacién de una gran cuadrangulacién (imagen cortesia de Jérémie
Bettinelli).

3.2. LA DISTANCIA DE GROMOV-HAUSDORFF

La distancia de Gromov-Hausdorff es una métrica definida en espacios compactos.
En su definicién se utiliza la distancia de Hausdorff que recordamos a continuacién.

Sea (F,d) un espacio métrico y Ky, Ko subconjuntos compactos de E. La dis-
tancia de Hausdorff entre Ky y Ko se define como

dgaus(KviZ) = inf (5 >0 : Kl C KQ(E) v K2 c K§5)> 7

donde, para un conjunto K C E, la notacién K (©) indica el e-entorno de K, es decir,
el conjunto de puntos de E que se encuentran a distancia menor o igual que € de K.

Consideremos ahora dos espacios métricos compactos (E1,d1), (Ea,ds). La dis-
tancia de Gromov-Hausdorff entre £y y Es es

dau(Er, Ez) = f (dffuus(¥1(E1), ¢2(E2)))

donde el infimo se extiende al conjunto de inmersiones isométricas ¥ : By — E'y
1[)2 : E2 — F.

Sobre el conjunto K de los espacios métricos compactos (médulo isometrias),
dgu define una distancia. Ademads, el espacio (K, dgn) es un espacio separable y
completo (espacio polaco). En la construccién de la esfera browniana este resultado
es importante, ya que, en la teoria de la probabilidad, la convergencia en ley de
variables aleatorias con valores en un espacio polaco esta bien desarrollada.

3.3. CONVERGENCIA HACIA LA ESFERA BROWNIANA

Definimos en esta seccion la sucesién de estructuras aleatorias geométricas discre-
tas cuyo limite define el objeto aleatorio denominado esfera browniana. Precisamos
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el sentido del limite y damos enunciados exactos de los teoremas fundamentales.

Fijamos un valor p > 1 y, para cada n > 1, elegimos una p-angulaciéon M,
es decir, un elemento del conjunto MP? | siguiendo una distribucién uniforme en es-
te conjunto. Si no hay lugar a confusiéon diremos simplemente que «elegimos al
azary M,, a pesar de que el término «azar» podria referirse a distribuciones de
probabilidad discreta no necesariamente uniformes. De este modo obtenemos una
sucesion de variables aleatorias M, : & — MP n > 1. Consideramos esta suce-
sién en el marco del espacio polaco (K, dgn). Concretamente, estudiaremos la suce-
sién (V(Mn), n_“dgﬁ)nzp a > 0. El factor de escalado n™® se elige de modo que
diam(V(M,,)) = n®.

El teorema siguiente, que combina varios resultados de Le Gall, determina el
limite en distribucién de la sucesién de variables aleatorias (V(Mn),n_“dé/[ﬁ)n>1
con valores en el espacio polaco (K, dgp). Es el resultado fundamental de existencia
(v unicidad) de la esfera browniana, un objeto aleatorio geométrico universal.

TEOREMA 3.1 (Limite escalado de p-angulaciones). Consideremos los casos p = 3
(triangulaciones) y p > 4 par. Sean

9 1/4
c3 = 61/47 cp = () , SIp es par.
"o \plp-2)

Para todo n > 2 (n par sip = 3), sea M,, una variable aleatoria con distribucion
uniforme en MP . Entonces se cumple

(V(Mn)7 cpn_l/‘ldgﬁ) — (Mu, Do) (1)

n—oo

en el sentido de la convergencia en distribucion de variables aleatorias con valores
en (K, dGH)

El limite (o, Do) es una variable aleatoria con valores en (K,dgn) que no
depende de p, tiene dimension de Hausdorff (casi sequramente) igual a 4 y es (casi
sequramente) homeomdrfica a la esfera bidimensional S*. Se denomina esfera brow-
niana.

COMENTARIOS

1. En [26] O. Schramm conjeturé la existencia del limite (1) en el caso p = 3. Para
los valores de p del enunciado del teorema, la demostracién de (1) se encuentra
en [17]. El caso p = 4 fue demostrado independientemente por G. Miermont
en [23]. También para cuadrangulaciones, J.-F. Marckert y A. Mokkadem de-
muestran en [22] una versién mds débil de la convergencia (1). Estos autores
llaman carta browniana al objeto limite.

2. La constante ¢, en el factor de normalizacién de la distancia dé/[ﬁ produce el
efecto de independencia del limite respecto de p.

3. El resultado sobre la dimensién de Hausdorff de la esfera browniana se encuen-
tra en [15].
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Figura 3: Codificacién de un arbol plano (izquierda) por su funcién de contorno
(derecha).

4. La propiedad de homeomorfismo (casi seguramente) de la esfera browniana y
la esfera bidimensional estd demostrada en [21].

5. La figura 2 es una aproximacion de la esfera browniana.

3.4. METODOLOGIA DE LA CONSTRUCCION DE LA ESFERA BROWNIANA

Para simplificar la exposicién nos centramos en el caso p = 4 (cuadrangula-
ciones). La esfera browniana se obtiene en tres etapas en las que se utilizan dos
procedimientos clave, codificaciones y limites escalados. Son las siguientes:

1. Codificacién de cuadrangulaciones (cartas planares) mediante arboles etique-
tados.

2. Limite escalado de arboles etiquetados aleatorios hacia un objeto continuo: el
arbol aleatorio continuo.

3. Definicién de la esfera browniana a partir del arbol aleatorio continuo.

Los drboles planos son arboles enraizados en los que se especifica un orden para
los descendientes de cada generacion. Notaremos A,, el conjunto de arboles planos
con n aristas. A todo drbol plano se le asocia una funcién de contorno, (C), una
codificacién o manera de representar la evolucién de la descendencia (véase la figu-
ra 3). Sin entrar en los detalles precisos de su definicién, que el lector puede encontrar
en [27], destacamos que la grafica de (C) es similar a la de un paseo aleatorio forzado
a tomar solamente valores mayores o iguales a cero.

Los drboles etiquetados (1) son drboles planos cuyos vértices se enumeran de una
forma coherente ((1,)ver). Los designaremos (7, (I, )ver) y notaremos T, el conjunto
de arboles etiquetados de n aristas. La figura 4 muestra un ejemplo de arbol plano
etiquetado.

Existe una biyeccién, llamada CVS, entre T,, y Q,, := M2 el conjunto de cua-
drangulaciones con n caras. La denominacién hace referencia a Cori, Vauquelin y
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Figura 4: Izquierda: arbol plano (la raiz se ha denotado por @). Derecha: drbol plano
etiquetado.

Schaeffer, los autores de [10], [25], y también [9], donde se encuentra la construc-
cién detallada de la cuadrangulacién asociada al arbol y la de la aplicacién inversa.
Ademsds de la biyeccion, también se obtiene una férmula que relaciona la distancia
de grafo dggr" con las etiquetas (I,), del arbol. Esta observacion es relevante puesto
que la esfera browniana es un espacio métrico compacto aleatorio y, por tanto, en su
construccién como objeto limite, se deben tener en cuenta las métricas de los espa-
cios relevantes en las distintas etapas. La biyeccion CVS proporciona la codificacion
mencionada en la etapa 1.

De la biyeccién CVS se deduce que un buen conocimiento del arbol etiquetado
asociado a una carta aleatoria plana proporciona informacién 1til sobre las propieda-
des métricas del conjunto de vértices de la carta planar equipada con la distancia de
grafo. Cabe senalar que existen biyecciones andlogas a la CVS para p-angulaciones
con p > 3 cualquiera (véase, por ejemplo, [7]).

La etapa 2 se desarrolla en varias fases. En primer lugar se considera una su-
cesion de arboles aleatorios planos, es decir, una sucesién de variables aleatorias
Tn : @ — A, independientes con distribucién uniforme. Una cuestién fundamental
consiste en determinar qué tipo de aleatoriedad subsiste cuando se efectian limites
en distribucién de escalados de (7,,),,. Para mejor entender este objetivo, es ttil recor-
dar el teorema de Donsker de convergencia en distribucion del paseo aleatorio hacia
el movimiento browniano. Fijada la sucesién (7, ), consideramos la sucesién de fun-
ciones de contorno (aleatorias) correspondiente, (C;, ). Convenientemente escalada,



LA GACETA % ARTICULOS 507

Figura 5: Simulacién de una excursién browniana (imagen cortesia de Igor Kortchemski).

de manera andloga al teorema de Donsker, esta sucesién converge en distribucion en
el espacio de las funciones reales continuas de [0, 1]. Concretamente,

((2n)72Cr, (2n0)) — (e)osi<a

0<t<1 n—00

(véase [20]). El proceso (e;)o<i<1 €s una excursion browniana, que se define como
un movimiento browniano unidimensional sometido a las restricciones eg = e; = 0,
y e; > 0, para todo t € (0,1); la figura 5 es una simulacién de una trayectoria de
excursion browniana. Asi, en esta primera fase de la etapa 2 aparece el movimiento
browniano en la forma concreta de las excursiones de sus trayectorias.

Una vez identificado el limite de la sucesién de funciones de contorno (C;, ), la
fase siguiente consiste en «descodificary, es decir, descubrir un objeto aleatorio cuya
funcién de contorno (definida adecuadamente) es la excursién browniana, y es un
limite escalado de (7). De manera mds precisa, se demuestra la convergencia en
distribucién en el espacio K,

(s (20) 7125 ) — (Teude). e

n—oo

El objeto limite 7. es el CRT (del inglés continuous random tree) introducido y
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Figura 6: Aproximacién del CRT (imagen cortesia de Igor Kortchemski).

estudiado por Aldous [2] en el contexto de los procesos estocésticos de ramificacion.
Le Gall interpreta en [14] el CRT como un elemento aleatorio de la clase de drboles
en R, enraizados, codificados por una funcién de contorno d, a partir de la cual se
define una distancia dj, de modo que (7, dp) es un espacio compacto de R. El lector
puede ignorar esta descripcién criptica y quedarse con la idea de que el CRT de
Aldous es un objeto que recuerda al arbol planar, pero mucho méas complejo, como
sugiere (2) y se ilustra en la figura 6.

En las dos convergencias anteriores no hemos supuesto que los elementos de la
sucesién de drboles planos (7,,), estaban etiquetados. La ultima fase de esta etapa
consiste en considerar una sucesién de arboles planos etiquetados (7, (I%)ver, )n-
Se efectia primero una interpolacién y escalado de la sucesién de etiquetas por
el factor n=1/* y se demuestra que el limite en distribucién de la nueva sucesién
existe. A continuacién se identifica el limite, que resulta también relacionado con el
movimiento browniano: es la serpiente browniana Z = (Zy,)o<i<1 (véase [13]), que
puede interpretarse como un movimiento browniano indexado por el arbol 7. Este
proceso estocdstico juega el rol del «etiquetado» de 7. El par (7¢, Z) se denomina
arbol aleatorio continuo. Obsérvese que la aleatoriedad aparece en dos niveles, el del
arbol real 7. y el de su etiquetado Z.

Tenemos ya los ingredientes para la definicion de la esfera browniana. De forma
coloquial podemos describir la esfera browniana como un objeto aleatorio geométrico
que se obtiene identificando ciertos pares de puntos de 7. Este procedimiento se
inspira en la recuperacion de un arbol plano a partir de su funciéon de contorno
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(véase la figura 3), pero es inmensamente mas complejo. Damos a continuacién una
descripcién muy sucinta de ello. En primer lugar se define una pseudodistancia D en
Te a partir del proceso Z, inspirada en la expresién de la distancia dgr en términos
de las etiquetas del arbol planar obtenida en la biyeccion CVS. Se define la relacion
de equivalencia en T, a = b si y solo si D(a,b) = 0. Finalmente, se define el espacio
cociente
mey = 7:3/%3

y se le asigna la distancia inducida por D, que notamos D.,. Con ello finalizamos
la descripcién de la construccion del espacio métrico aleatorio (my,, Do), la esfera
browniana, que es el limite de la convergencia (1).

COMENTARIOS

1. Utilizando ideas ligeramente diferentes a las expuestas anteriormente, Addario-
Berry y Albenque han extendido en [1] la validez del teorema 3.1 a valores
impares p > 5.

2. Se han estudiado también otras geometrias aleatorias. Entre ellas destacan:

a) El plano browniano, un modelo aleatorio de volumen infinito obtenido
como limite de reticulos infinitos aleatorios convenientemente escalados
(véase [11]).

b) El disco browniano, construido como limite escalado de cartas en el plano

con frontera (véase [4], [5]). El disco browniano es isomorfo al disco uni-
dad.

3. El estudio de las geodésicas de la esfera browniana es un tema natural y rele-
vante que no abordamos en este articulo. El lector interesado puede encontrar
informacién detallada sobre esta cuestion en [16].

4. Uno de los desarrollos recientes mas celebrados relacionados con la esfera brow-
niana se encuentra en [24]. En este trabajo Miller y Scheffield utilizan el proceso
estocastico campo libre gaussiano, una generalizacién del movimiento brow-
niano, y la evolucion cudntica de Léwner para obtener una construccion de la
esfera browniana dotada de una estructura conforme. Esta es una aportacion
maés al conocimiento de las conexiones profundas entre la gravedad cudntica y
las geometrias aleatorias.

4. EpiLocO

La obra cientifica de Le Gall se ha construido de manera progresiva, sin rupturas
o golpes de timén en lo que refiere al campo de conocimiento. La culminacién han
sido sus descubrimientos en geometria aleatoria, empezando por la construccién de
un objeto aleatorio candnico, que es el limite de familias de cartas planares aleatorias
y, por tanto, un objeto universal en el sentido de la fisica. Sus trabajos han tenido y
estan teniendo mucha influencia e impacto en campos donde la teoria de la proba-
bilidad interviene de manera fundamental, por ejemplo en la gravedad cudntica (de
Liouville), o en los procesos fisicos de crecimiento y fragmentacion.
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Le Gall ha recibido numerosos premios y reconocimientos nacionales e interna-
cionales. Entre ellos, cabe destacar el Premio Wolf de mateméaticas 2019, y el que
estamos celebrando con este articulo de La Gaceta: el Premio Fronteras del Co-
nocimiento en Ciencias Bésicas. Como su insigne maestro Marc Yor, Le Gall ha
desarrollado una extensa y exitosa actividad de formacién de investigadores, mu-
chos de los cuales son en la actualidad probabilistas prestigiosos. Entre ellos estd
Wendelin Werner, el primer probabilista galardonado con la Medalla Fields, en el
ICM 2006 en Madrid.
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