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Luis Caffarelli, premio Abel 2023: matematicas y
experiencias con sus colaboradores espanoles

por

Maria Soria-Carro*

RESUMEN. En este articulo, escrito con ocasién de la concesion a Luis Caffa-
relli del Premio Abel 2023, se muestra la influencia de Luis en la matematica
espaiiola. En particular, los distintos matematicos espanoles que han trabajado
con él describen estas colaboraciones desde un punto de vista personal.

Luis Caffarelli (© The University of Texas at Austin).

1. INTRODUCCION

Las ecuaciones en derivadas parciales constituyen un campo fundamental en las
matematicas, con una amplia gama de aplicaciones que abarcan diversas areas cien-
tificas. Desde la descripcion de fenémenos fisicos y bioldgicos hasta la modelizacién
de procesos en ingenieria, las EDP proporcionan un marco mateméatico esencial para

*Este articulo no hubiera sido posible sin las contribuciones de Xavier Cabré, Fernando Charro,
Antonio Cérdoba, Mar Gonzalez, Rafael de la Llave, Xavier Ros-Oton, Fernando Soria y Juan Luis
Vazquez. Quiero agradecer a todos ellos su gran cooperacién.
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entender el comportamiento de sistemas complejos como, por ejemplo, los incendios
o tsunamis, la evolucién de una pandemia o el crecimiento de un tumor.

Un aspecto crucial de esta teoria es el estudio de la regularidad de las solucio-
nes, que consiste en comprender la suavidad o las singularidades de las funciones
que satisfacen estas ecuaciones. La regularidad de las soluciones esta estrechamente
relacionada con otras cuestiones como la existencia, unicidad y estabilidad de las
mismas y, desde mediados del siglo XX, es uno de los temas centrales de investiga-
cién en EDP. Durante méas de cuatro décadas, Luis Caffarelli ha destacado como el
matematico de referencia en este ambito, contribuyendo con resultados sumamente
significativos e influyentes en diversos contextos.

1.1. BIOGRAFIA

Luis Angel Caffarelli es un brillante matemético argentino reconocido mundial-
mente por sus contribuciones cientificas en el campo de las Ecuaciones en Derivadas
Parciales (EDP) no lineales. Nacido en 1948 en el barrio de la Boca, en Buenos
Aires, estudié6 Matematicas en la Universidad de Buenos Aires. Obtuvo el doctorado
en 1972, con una tesis titulada Sobre conjugacion y sumabilidad de series de Jacobi,
dirigida por Calixto Calderon.

En enero de 1973, Luis inici6 su trayectoria en Estados Unidos con un contrato
postdoctoral en la Universidad de Minnesota. Fue alli donde se interes6 por las
ecuaciones no lineales y los problemas de frontera libre, inspirado por unas clases
de Hans Lewy (premio Wolf 1986). Desde 1979 hasta 1983 ejercié de profesor en
Minnesota y también en el Courant Institute de Nueva York (1980-1982). Durante
esta estancia en el Courant colaboré con Louis Nirenberg (premio Abel 2015) en
las ecuaciones de Navier-Stokes. Entre 1983 y 1986 fue profesor en la Universidad
de Chicago y, posteriormente, en el Institute for Advanced Study de Princeton,
donde trabajé durante una década. En este exitoso periodo, dedicé gran parte de
su investigacién al estudio de la ecuacién de Monge-Ampere. En 1994 regresé al
Courant Institute, donde permaneci6 hasta 1997. En la actualidad, Luis Caffarelli es
profesor emérito de Matematicas en la Universidad de Texas en Austin, donde ocup6
la prestigiosa plaza de Sid W. Richardson Foundation Regents Chair in Mathematics
durante 26 anos (1997-2023).

A lo largo de su carrera, Luis ha recibido numerosas distinciones, incluyendo la
medalla Stampacchia en 1982, el premio Bocher en 1984, el premio Rolf Schock en
2005, el premio Steele en 2009, el premio Wolf en 2012, la medalla Solomon Lefschetz
en 2013 y el premio Shaw en 2018. Finalmente, en mayo de 2023, la Academia
Noruega de Ciencias y Letras le concedi6 el prestigioso Premio Abel, convirtiéndose
en el primer latinoamericano en conseguirlo.

Con mas de 320 articulos, 20000 citas, 135 colaboradores y 30 estudiantes, Luis
Calffarelli se ha consolidado como uno de los matematicos mas influyentes de nuestra
época, dejando una huella perdurable en la comunidad matemaética.

Para saber més sobre la vida y obra de Luis, véase [48].
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1.2. LA INFLUENCIA DE LUIS CAFFARELLI EN ESPANA

La relacion de Luis Caffarelli con Espana empezé en la década de 1980, y su
influencia en el desarrollo de las EDP ha sido primordial. En 1992 fue nombrado
Doctor Honoris Causa por la Universidad Autéonoma de Madrid y desde 2015 es
académico extranjero de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales
de Espana. Ademas, Luis pertenece al Comité Editorial de la Revista Matemdtica
Iberoamericana, editada por la Real Sociedad Matemadtica Espanola (RSME), y al
Comité Externo de Asesoramiento Cientifico del Instituto de Ciencias Matematicas
(ICMAT). También recibi6 el premio Rey Pastor, en el marco del primer congreso
conjunto UMA-RSME en 2017.

El compromiso de Luis Caffarelli con nuestro pais se ha manifestado especial-
mente a través de su participacién activa en diversas actividades como congresos y
escuelas. Destaca, entre ellas, la Escuela de Verano de la Universidad Internacional
Menéndez Pelayo (UIMP) en el Palacio de la Magdalena en Santander, cuyas pri-
meras ediciones coorganizé Luis y en la que imparti6é cursos en reiteradas ocasiones.

El vinculo con Espafia no solo se refleja en las importantes distinciones, sino
también en las colaboraciones y experiencias con mateméaticos espanoles:

«Hace treinta anos que estoy vinculado a la matemaética espanola, varios
de nosotros hemos pasado largas temporadas colaborando, viendo nacer
y crecer a nuestros hijos, compartiendo dificultades y éxitos, y quizas
esto es lo mejor del ser matemético.»?

1.3. ORGANIZACION DEL ARTICULO

Este articulo expone las diversas colaboraciones de Luis con mateméaticos espa-
fioles. En cada uno de los correspondientes apartados, ellos mismos han compartido
sus experiencias y resultados desde un punto de vista personal. Para facilitar la com-
prensiéon del lector, hemos clasificado las distintas colaboraciones en los siguientes
temas:

1. Ecuaciones no lineales en forma de divergencia: Juan Luis Vazquez (seccién 2.1),
Ireneo Peral (seccién 2.2) y Fernando Soria (seccién 2.3).

2. Transiciones de fase y superficies minimas: Antonio Cérdoba (seccién 3.1).
3. Ecuaciones completamente no lineales: Xavier Cabré (seccién 4.1).

4. Homogeneizaciéon de superficies minimas en medios periddicos: Rafael de la
Llave (seccién 5.1).

5. Problemas de fronteras libres: el problema del obstaculo: Xavier Ros-Oton y
Joaquim Serra (seccién 6.1).

6. La ecuacion de Monge-Ampere y el transporte 6ptimo: Mar Gonzalez (sec-
ci6n 7.1), Fernando Charro (seccién 7.2) y Marfa Soria-Carro (seccién 7.3).

IPalabras de Luis Caffarelli en la entrevista hecha por Juan Luis Vazquez en LA GACETA [53].
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2. ECUACIONES NO LINEALES EN FORMA DE DIVERGENCIA

Las ecuaciones en forma de divergencia aparecen naturalmente en el Célculo de
Variaciones. Un ejemplo cldsico consiste en minimizar el funcional de energia

E(U):/QF(Vu)dz,

dada una cierta funcién suave F : R” — R. Calculando la primera variacién de &(u),
obtenemos que los minimizantes satisfacen la ecuacion de Euler-Lagrange,

div (DF(Vu)) =0, (1)

donde DF es el gradiente de p — F(p). En particular, si F(p) = |p|?, entonces (1)
es sencillamente la ecuaciéon de Laplace, Au = 0, cuyas soluciones son C*°. Uno
de los problemas mas importantes en EDP, planteado por Hilbert a principios del
siglo XX, consistia en demostrar que las soluciones débiles de (1) son C*° cuando F'
es uniformemente convexa. Este problema se conoce como el 19 problema de Hilbert
y fue resuelto por De Giorgi en 1957 (y también por Nash de forma independiente),
desarrollando un método geométrico muy poderoso, que actualmente se utiliza con
éxito en otros problemas, incluyendo ecuaciones parabdlicas, no locales, etc.

Por otro lado, las ecuaciones en forma de divergencia son una herramienta muy
util para describir procesos de difusién, como la propagaciéon del calor o de un gas.
Estos modelos se rigen por una ecuacién de la forma

up +divg = 0, (2)

donde u representa una temperatura, densidad o concentraciéon y q es el flujo. Por
ejemplo, en los procesos de difusiéon del calor el flujo se mueve de concentraciones
més altas a mas bajas, y viene dado por q = —kVu. Sustituyendo esta expresion
en (2), obtenemos la ecuacién del calor: uy = kAu. Otro ejemplo de gran interés
es la «ecuacién de los medios porososy», u; = kAu™, m > 1, que describe cémo
fluye un fluido a través de un medio poroso. La ecuacién se deduce de la ley de la
conservacion de masa, (2) con q = uv, donde u es la densidad del fluido y v es la
velocidad. Ademas, la ley de Darcy nos dice que v = —kVp, donde p es la presién.
Finalmente, asumimos una condicién termodindmica, que en el caso mas simple es
p = u™. Esta version no lineal de la ecuacion del calor ha recibido notable atencién
por sus peculiares caracteristicas, como la apariciéon de una frontera libre.

Luis, junto con sus colaboradores, ha contribuido con grandes avances en la
teoria de regularidad para este tipo de ecuaciones. En las secciones 2.1-2.3, Juan
Luis Vézquez, Ireneo Peral® y Fernando Soria describen los resultados obtenidos en
sus colaboraciones con Caffarelli.

?Desgraciadamente, Ireneo Peral fallecié en 2021. La correspondiente seccién 2.2 la ha redactado
la firmante de este articulo a partir de los testimonios recogidos en [2].
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2.1. COLABORACION CON JUAN Luis VAZQUEzZ

Mi trabajo con Luis Caffarelli comenzo6 cuando lo conoci en Italia, en la Conferen-
cia Internacional de Fronteras Libres, celebrada en Montecatini, cerca de Florencia,
en 1981. Después de explicar a Don Aronson y Luis Caffarelli algunos avances mios
en el estudio de su trabajo sobre fronteras libres para flujos en medios porosos, recibi
una invitacién para visitarlos en la Universidad de Minnesota. Viajé alli en septiem-
bre de 1982 y pasé un ano como Fulbright Scholar. Me impresioné desde el primer
momento el alto nivel de excelencia académica y la mentalidad abierta que reinaban
en Minnesota y otras universidades estadounidenses involucradas en la investigacion
sobre Ecuaciones en Derivadas Parciales no lineales, un tema que en aquel entonces
estaba en pleno desarrollo y lleno de nuevos problemas.

Esa estancia marc6 el comienzo de una amistad con Don y Luis que perdurd
desde entonces, y también del trabajo en fronteras libres, el tema en el que Luis se
estaba convirtiendo en la estrella en ascenso en el estudio geométrico de las EDP.
Para ser precisos, comenzamos a trabajar en la entonces bastante popular ecuaciéon
de medios porosos, u; = Au", m > 1, en siglas PME, uno de los modelos maés
eficaces para el estudio del comportamiento de las soluciones de procesos de difusién
no lineal y de sus fronteras libres. Hemos continuado esos estudios desde entonces.
Recuerdo que los otros modelos favoritos de Luis son el problema de obstéculo (véase
la seccién 6) y el problema de Stefan. En aquel momento, la regularidad éptima de la
frontera libre de la PME no se conocia ni siquiera en una dimensién espacial. En la
primavera de 1983 resolvimos juntos el problema abierto en nuestro primer articulo,
[3], publicado en 1995. El articulo muestra que en los flujos en medios porosos cuya
frontera libre tiene un tiempo de espera, dichas fronteras libres no son siempre de
clase C'; la continuidad Lipschitz es el mejor resultado general que puede obtenerse.

Después de regresar a Espana, viajé a EE. UU. cuanto pude para trabajar con
Luis, primero en Minneapolis, luego en Chicago, méas tarde en Princeton y el Courant
Institute de Nueva York. En colaboracién con la matemética argentina Noemi Wo-
lanski, hicimos una importante contribucion a la regularidad de las soluciones y las
fronteras libres en varias dimensiones espaciales. El articulo, [37], aparecié en 1987.

En un articulo posterior, Caffarelli y Wolanski mejoraron la continuidad de Lips-
chitz a regularidad C1:® (1987). Se necesitaron méas de diez afios para encontrar la
mejora de la regularidad de C1* a C°, resultado debido a Herbert Koch (profesor
en Bonn) bajo una serie de hipétesis sobre los datos iniciales (1999). Se necesitaron
casi veinte afios para eliminar tales condiciones y obtener una prueba completa de
la regularidad C'°° en condiciones iniciales naturales, esta vez trabajo de Kienzler,
Koch y Vazquez (2017). Esto es una muestra de la dificultad de los temas sugeridos
por Luis Caffarelli y la escala de tiempo necesaria para resolverlos.

Tras el cambio de siglo, Luis centré su atencion en el estudio de los operadores
integro-diferenciales como generadores de evoluciones disipativas y de sus estados
estacionarios. Estos operadores representan probabilisticamente difusiones no locales
con saltos. El operador maés tipico de este tipo es el laplaciano fraccionario. Me uni a
este esfuerzo en 2007 en la Universidad de Texas, donde Luis se habia radicado. La
ecuacion habitual del medio poroso cedid el lugar a la llamada «difusion del medio
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poroso con presién no localy,
ug +div(uVp) =0, p=(—A)"°u.

Investigamos este novedoso modelo, de interés en mecanica de medios continuos, en
dos articulos, que tardaron algunos afios en completarse. El primero, [34], trata sobre
la existencia de soluciones de masa finita. El segundo, [35], introdujo las soluciones
fundamentales del modelo, las fronteras libres y el comportamiento asintético. El
dltimo resultado se deriva del delicado analisis de la disipacion de entropia. A estos
dos les sigui6 un articulo dificil, [27], en el que aplicamos los métodos de regularidad
de De Giorgi para conseguir regularidad Holder de las soluciones. Este trabajo conté
con la colaboracion de Fernando Soria (véase la seccién 2.3). El caso critico restante,
el de exponente s = 1/2, exigié un método original y se resolvié en [36].

Luis es una persona con muchos intereses. En la década 19902000 estudiamos
dos temas diferentes. Uno de ellos era la propagacién del calor con condiciones de
combustién [32]. El otro trata de adaptar la teoria de las soluciones de viscosidad
(véase la seccién 4), entonces muy utilizada, a la teorfa estindar de las soluciones
débiles, trabajando el caso de la ecuaciéon de medios porosos. Ambos enfoques de-
mostraron ser equivalentes en [33]. Una descripcién detallada de los variados temas
de difusién no lineal que he estudiado bajo la influencia de Luis se encuentra en el
survey [52].

2.2. COLABORACION CON IRENEO PERAL

Ireneo y Luis se conocieron en el Encuentro Internacional de EDP, organizado por
Ireneo, Antonio Cérdoba y Juan Luis Vazquez en la Universidad Menéndez Pelayo
de Santander en el afio 1987. Posteriormente, en otono de 1992, Luis invit6 a Ireneo
a visitar el Institute for Advanced Study en Princeton.

Durante esta fructifera estancia, Ireneo y Luis iniciaron su colaboracién sobre la
regularidad de soluciones de ecuaciones elipticas semilineales,

diva(z, Vu) =0, (3)

que abarcan una amplia gama de operadores, incluyendo, por ejemplo, los del tipo
p-laplaciano. En su extraordinario trabajo [23], publicado en 1998 en Communica-
tions on Pure and Applied Mathematics, presentaron un método de aproximacién
innovador para obtener estimaciones W1 para las soluciones de (3), empleando
argumentos de comparaciéon y una descomposicién de tipo Calderén-Zygmund. Su
investigacién se ha convertido en una referencia distinguida, con mas de 350 citas en
MathSciNet, consolidandose como una contribucién muy significativa en este campo.

Destacamos unas bonitas palabras de Luis en [2]: «Para mi fue una enorme
satisfaccién que Ireneo, con el que ya habia empezado a trabar una gran amistad,
visitara el Instituto de Estudios Avanzados. De esta forma tuvimos la oportunidad
de desarrollar ideas y nuevos métodos, algunos de los mejores que he encontrado
en mi trabajo. Puedo decir que estoy muy orgulloso de esa colaboracién que pude
mantener con él.»
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2.3. COLABORACION CON FERNANDO SORIA

Sobre Luis se destacan muchas virtudes como persona y como profesional de
las matematicas. Quizas una de las mas repetidas sobre lo segundo es la increible
capacidad de intuicién que posee. En alguna ocasién alguien dijo que parecia ser
un fisico, sin ser fisico. Sin embargo, creo que esta capacidad le viene més de su
percepcion geométrica de las cosas. Recordemos que en sus inicios, como estudiante
de doctorado de Calixto Calderén, su area de investigacién estuvo relacionada con el
andlisis armoénico. De ahi sacé sin duda el gusto por argumentos geométricos y lemas
de cubrimiento. Mi primer trabajo relacionado con la obra de Luis, [49], representa
una extension del articulo que Ireneo Peral y el propio Luis habian escrito unos anos
antes (véase la seccién anterior). El trabajo toma la misma perspectiva argumental,
pero para el caso parabdlico,

up — diva(z,t, Vu) = 0.

Al igual que en el primer caso, la regularidad de las soluciones se obtiene a través
de estimaciones sobre las curvas de nivel de su gradiente espacial gracias, funda-
mentalmente, a la descomposicion de Calderén-Zygmund y las propiedades de cierto
operador maximal asociado.

Quizas la constatacién més evidente de su intuiciéon geométrica viene dada por el
profundo conocimiento y admiracion que siente por la obra de Ennio De Giorgi, fun-
damentada en nociones de teoria geométrica de la medida. En este sentido resultan
esclarecedores sus trabajos con Alexis Vasseur sobre la regularidad de las soluciones
de ecuaciones elipticas en [30] y, muy especialmente, su impresionante obra en el
caso de la ecuacién geostrofica, [31].

Motivado por este segundo trabajo y la difusién no local que encierra, Luis nos
propuso a Juan Luis Vazquez y a mi desarrollar una teoria con potencial fraccionario
en el caso de los medios porosos (véase [27]). En concreto, se trataba de demostrar
la regularidad C'“ de las soluciones débiles a la ecuacion

up — div(uV(=A)"*u) =0, (z,t) € RY xR,

con dato inicial u(z,0) = wuo(x) no negativo. Aqui, (—A)~*® denota la inversa del
laplaciano fraccionario de orden s € (0, 1), es decir, el operador asociado al multi-
plicador de la transformada de Fourier |¢|72.

Como ha mencionado Juan Luis en la seccién 2.1, Luis y él habian probado an-
teriormente la existencia y el comportamiento asintdtico en este mismo caso (véanse
[34] v [35]). La primera parte de nuestro trabajo consistié en demostrar la acotacion
L de la solucién. Para ello, utilizando estimaciones de energia y lo que Luis definié
como the De Giorgi approach, pasariamos por distintos pasos intermedios definidos
respectivamente como de L' a Llog L, de Llog L a L?, y finalmente de L? a L°°.
La parte mas complicada estaba atn por llegar y es aqui donde la magia de los
argumentos geométricos de De Giorgi se hizo més palpable, con el uso de funciones
barrera y la obtencién de lemas para el control de la oscilacién de las soluciones.
Cada una de las secciones que aparecen a partir de este momento son, para este
autor, como la mirada a un mundo lleno de ideas nuevas a la vez que hermosas.
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Y es que trabajar con Luis es una experiencia gratificante, por lo mucho que se
aprende de él, por el calor y la cercania que desprende, por la certeza de estar sin
duda al lado de uno de los grandes de nuestro tiempo.

3. TRANSICIONES DE FASE Y SUPERFICIES MINIMAS

Los problemas de transicién de fase modelan cambios abruptos en el comporta-
miento de sistemas fisicos, quimicos o biologicos. Estos cambios surgen cuando hay
una transicién de un estado a otro, como la fusién de un sélido a liquido. La energia
asociada a este tipo de fendmenos se puede describir mediante el funcional

J.(u) :/ﬂ (622|Vu|2+W(u)) dz, (1)

donde € > 0 es un parametro pequeno y W > 0 es un «potencial de doble pozo»,
cuyos minimos, u; y usg, son las dos fases (estables) del sistema considerado. Un
ejemplo clésico es W(u) = 1(1 — u?)?, donde u; = —1 y up = 1. Como W (u;) =
W (uz) = 0, es evidente que los estados u; y ug minimizan el funcional de energfa.

El primer término en (4) corresponde a la energfa cinética del sistema, que tiene
en cuenta las interacciones a pequenia escala, como la friccion. Notese que el gradiente
al cuadrado juega un papel muy importante, pues impide que los minimizantes u. de
Je salten instantaneamente de un estado al otro. De hecho, la regién de transicion
entre las dos fases tiene una anchura comparable a .

Un problema interesante en este contexto es estudiar el comportamiento asintéti-
co de u. y, en particular, de la regiéon de transicion, cuando € — 0. Modica y Mértola
fueron los pioneros en abordar este problema a finales de los afios 70. Demostraron
que la regién de transicién converge, en un sentido débil, a una superficie minima
en (), es decir, una superficie con la menor area posible. Este resultado fascinante
establecié una conexién entre la teoria de cambios de fase y la teoria de superficies
minimas, que aparentemente no estaban relacionadas. Ademaés, condujo a la famosa
conjetura de De Giorgi (1978), un problema complejo y parcialmente resuelto, que
cuenta con una extensa bibliograffa. Véase [50] para més detalles sobre este tema.

A continuacién, Antonio Cordoba expone sus reflexiones y resultados con Luis
Caffarelli en esta linea de investigacion.

3.1. COLABORACION CON ANTONIO CORDOBA

Conoci personalmente a Luis en una reunién de la AMS celebrada en Saint Louis,
Missouri, en el invierno de 1977. Ambos llevibamos algunos afios en EE. UU., donde
éramos Junior Faculty en Minnesota y Princeton, respectivamente. Después coin-
cidimos en la Universidad de Chicago en 1983, a la que él se habia incorporado
como flamante Full Professor, y donde yo disfrutaba de un sabatico como Visiting
Profesor. Iniciamos entonces una amistad y colaboracién que se extendid, y com-
partimos, con nuestras respectivas familias. Colaboraciéon que se continué con sus
visitas a la UAM y mis estancias en el Institute for Advanced Study. El en Prin-
ceton y yo en Madrid, codirigimos un proyecto financiado por el Comité Conjunto
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Hispano-Norteamericano, que propicié estrechar conexiones cientificas financiando
viajes de, entre otros, Juan Luis Vazquez y Alberto Ruiz, y que culminamos con la
organizacién de un «Encuentro Internacional de EDP» en la Universidad Menéndez
Pelayo en el ano 1987, con la participacién, entre otros, de L. Nirenberg, P. L. Lions
y P. Schoen.

Al cesar como ministro de Sanidad, Ernest Lluch visité el IAS coincidiendo con
otro de mis sabéticos princetonianos, y alli hicimos planes con Caffarelli para orga-
nizar una escuela de Matematicas, que Luis y yo codirigimos en la Menéndez Pelayo,
universidad de la que Lluch habia sido nombrado rector. Esta escuela, que fue todo
un éxito que se prolongé durante varios afnos, se estrend en 1992 con dos cursos: uno
sobre Mathematical Analysis and the problems of Continuum Mechanics y el otro
sobre Number Theory.

Mi colaboracién con Luis Caffarelli dio lugar a tres publicaciones, [17, 18, 19].
El articulo [17] contiene una nueva demostracién de la regularidad de las superficies
minimales en el contexto de la teoria de los conjuntos de Cacciopoli-De Giorgi. Tanto
[17] como [18] y [19], fueron motivadas por el andlisis de la regularidad uniforme
de los conjuntos de nivel, y la convergencia a la interfase, de los minimizantes de
los problemas en las teorias de transiciéon de fase introducidas por Van der Waals,
Ginzburg-Landau y Cahn-Hilliard.

Mas precisamente, dados los funcionales J.(u) en (4), sabemos que los limites de
minimizantes u. de J., cuando € — 0, son dos estados u; y us, separados por una
interfase, que es una superficie minimal. El resultado principal de [18] demuestra la
convergencia uniforme de los conjuntos de nivel {us = A}, con u; < A < ug, a la
superficie minimal en una franja de transicién de anchura comparable a €.

En [19] se demuestra que, si uno de los conjuntos de nivel es una superficie
lipschitziana, entonces todos son superficies C*°. En particular, eso implica que si
u es un minimizante global (Q = R™) de J(u) = [ (3|Vul*> + W (u)) dz, tal que la
superficie {u = 0} es lipschitziana, entonces u es unidimensional, es decir, existe un
vector v € R™ tal que u(z) = (v - z), donde ¢ es una funcién lisa determinada.

4. FECUACIONES COMPLETAMENTE NO LINEALES

En los ltimos cuarenta anos ha habido grandes avances en la teoria de regu-
laridad de las ecuaciones de segundo orden completamente no lineales. En general,
estas ecuaciones se expresan como

F(D*u,Vu,u,z) =0, (5)

y tienen aplicaciones en distintas dreas, como en Probabilidad (las ecuaciones de
Bellman o de Isaacs) y en Geometria (la ecuacién de las superficies minimas o las
ecuaciones del hessiano).

Las soluciones de (5) se entienden en un sentido generalizado. Es decir, una
funcién continua u es una solucién de «viscosidad» de (5) si para toda funcién ¢
de clase C? tal que u — ¢ tiene un maximo (resp., minimo) local en zg se satisface
que F(D?%p(x0), Vo(z0), ¢(20),20) > 0 (resp., < 0). Esta nocién, introducida por
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Crandall y Lions para las ecuaciones de primer orden, permite dar sentido a las
derivadas de la ecuacién cuando u es solo continua. Ademés, resulta ser muy util
ya que se pueden obtener resultados de existencia y unicidad bajo condiciones muy
generales en F', asi como principios de comparacion.

Para la ecuacién més sencilla, F'(D?u) = 0, Krylov y Safonov (1979) demostraron
que si F' es uniformemente eliptico, entonces u es localmente C'**®. Posteriormen-
te, Evans y Krylov (1982) mejoraron (en trabajos independientes) la regularidad
interior a C*“ suponiendo que ademés F' es convexo (o céncavo). En dimensién 2
este resultado es valido sin la hipdtesis de convexidad, y fue probado muchos anos
antes por Nirenberg (1953). Sin embargo, en dimensiones mayores o iguales que 5,
y suponiendo que F' es solo uniformemente eliptico, Nadirashvili y Vladuts (2014)
encontraron soluciones de viscosidad que no son C?. Entender los casos en dimensién
3 y 4 es actualmente un problema abierto.

Para ecuaciones que dependen de x, F(D?u,z) = f(z), Luis demostré estima-
ciones C1®, C%® y W?P para soluciones de viscosidad, desarrollando novedosos
argumentos de perturbacion. Estos resultados de gran relevancia fueron publicados
en Annals of Mathematics [8]. En la préxima seccién, Xavier Cabré destaca sus
contribuciones en este campo con Luis.

4.1. COLABORACION CON XAVIER CABRE

Mi colaboracion con Luis Caffarelli empezé en 1993, cuando era estudiante de
doctorado de Louis Nirenberg en el Courant Institute. En aquel entonces, Louis y
Luis eran colaboradores cercanos y mi supervisor me puso en contacto con Luis para
explicarle los resultados de mi tesis doctoral. En ese momento, Luis era profesor en el
TAS de Princeton. En la primavera de 1993, un afio antes de convertirse en profesor
en el Courant Institute, Luis fue invitado a impartir un curso de posgrado en el
Courant sobre «Ecuaciones Elipticas Completamente No Linealesy. Louis Nirenberg
me pidié que tomara notas del curso, asi como que lo ayudara a frenar a Luis si iba
demasiado rapido durante las clases.

Las clases fueron muy claras y extremadamente bien organizadas. A partir de
ellas, escribimos conjuntamente el libro Fully Nonlinear Elliptic Equations [13], com-
pletado durante 1994-95 mientras yo era investigador postdoctoral en el TAS. El libro
ha resultado ser una fuente muy ttil para muchos jévenes investigadores (especial-
mente estudiantes de doctorado) y también para expertos senior. Es autosuficiente,
consta de aproximadamente 100 paginas y tiene mas de 1000 citas en MathSciNet.

Luis se convirtié asi en un mentor muy importante en mi carrera, con el que
he continuado mantenido una bonita amistad y contacto cercano. Ademas del libro,
tengo dos articulos conjuntos con él. El primero, [14], fue un subproducto de la
escritura del libro. En el articulo simplificamos y demostramos de forma directa la
regularidad de las soluciones de viscosidad. Las pruebas son directas en el sentido
de que no requieren una aproximacién o método de continuidad: la regularidad se
demuestra partiendo desde cero para las soluciones de viscosidad. En el articulo
aparecen nuevas ideas al demostrar su regularidad C™! para luego aplicar la teoria
de Evans-Krylov.
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El segundo articulo conjunto, [15], es més innovador. En él demostramos la regu-
laridad interior C?® de las soluciones para algunas ecuaciones elipticas no convexas,
F(D%u,z) = f(z). Nuestra hipétesis es que, para cada z, F(-,x) es el minimo de
un operador céncavo y un operador convexo de D?u. Esto extendi6 la teoria de
Evans-Krylov para ecuaciones convexas a algunos operadores no convexos del tipo
Isaacs.

5. HOMOGENEIZACION DE SUPERFICIES MINIMAS EN MEDIOS PE-
RIODICOS

Hace exactamente un siglo, M. Morse publicé un articulo que inicié el calculo de
variaciones global. Completado por G. Hedlund unos afios més tarde, desarrollaba
una teoria global de las geodésicas minimizantes en métricas arbitrarias en superficies
de dimensién 2. En el caso del toro (métricas periddicas por traslaciones enteras en
el plano) demostraron que hay una constante C, que depende solo de la métrica, tal
que para toda linea recta (geodésica minimizante de la métrica plana) existe una
geodésica minimizante que no se separa de la linea recta mas de C.

Este resultado es sorprendente porque muestra que cambiando la métrica no
se puede bloquear completamente ninguna direccién de rayos. Es imposible poner
bultos de manera que las desviaciones se acumulen para todas las trayectorias. Notese
que un principio variacional local lleva a conclusiones globales de los minimizantes.
Ademsds, demostraron que esto no es cierto en dimensiéon 3 o mas. Estos resultados
se aplican también a sistemas mecédnicos (principio de Maupertuis) con un potencial
periddico.

A finales de los anos 70 hubo otras cuestiones que aparecieron independiente-
mente: S. Aubry, continuando los trabajos de R. Peierls y otros, estaba estudiando
modelos de ondas de espin y de dislocaciones en cristales; J. Mather, problemas
variacionales en aplicaciones twist (influenciado por fisicos como I. Percival). A la
vez, muchos matematicos estaban estudiando los problemas de ecuaciones elipticas
escalares con coeficientes periddicos (el problema de homogeneizacién).

Un articulo muy incisivo e influyente de J. Moser en 1986 hizo explicito que habia
relaciones profundas entre todos estos problemas, y us6 esas conexiones para obtener
nuevos resultados. Este articulo mencionaba dos problemas de interés. Uno era desa-
rrollar una teorfa semejante a la teoria de Morse/Hedlund para superficies minimas
de codimensién 1 en cualquier dimensién. Otro era desarrollar una teoria de homo-
geneizacion cuando las simetrias del problema son mas complicadas que las simetrias
de traslaciones enteras. El primer problema es, claramente, andlisis y regularidad;
el segundo es un problema de geometria. Poco después aparecieron resultados de
homogeneizacién en la teoria de ecuaciones de primer orden como Hamilton-Jacobi
y se encontré relacién con la teorfa de Aubry-Mather (weak KAM theory).

Rafael de la Llave nos habla en la siguiente secciéon sobre su colaboracién con
Luis en estos temas.
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5.1. COLABORACION CON RAFAEL DE LA LLAVE

Cuando Luis y yo empezamos a estudiar estas cosas (recuerdo que todo empezd
después de una charla que di y que él sabia c6mo mejorar antes de que yo acabara)
traiamos perspectivas muy diferentes, pero, a medida que los resultados se hacian
més poderosos, los argumentos se hacfan mds sencillos. Al final, en [21] pudimos
resolver los dos problemas de J. Moser:

1. El problema analitico se podia generalizar de superficies minimas a curvatura
prescrita (con algunas condiciones) e integrales elipticas.

2. El problema geométrico solo requeria que las variedades tuvieran un grupo
fundamental residualmente finito. Un corolario es que hay variedades hiperbo-
licas tridimensionales con superficies minimas densas en la esfera en el infinito,
que era otro problema que interesaba.

Por otro lado, en Mecdnica Estadistica, los modelos de Ising con coeficientes
periédicos siempre tienen interfaces minimizantes que fluctian mucho, pero pudimos
probar en [22] que para cada linea recta hay una interfaz minimizante que no se
separa mucho de ella.

Después de eso, gentes brillantes desarrollaron argumentos innovadores que ob-
tienen resultados para jets, dominios con agujeros, superficies minimas no locales,
operadores fraccionarios, ondas viajeras moduladas, etc. También se sabe que si se
cambia «periddico» por «cuasiperiédico» varios de los resultados no se mantienen
(los correctores pueden ser no acotados). Luis hizo una muy bella exposicién de
muchos resultados en [12].

Line like geodesic?

Or drifts away?

Figura 1: Dibujo de Luis en su articulo [12].

Para mi, un aspecto muy satisfactorio de esta colaboracién fue la Arkansas Spring
Lecture de 2001. Pudo atraer participantes de varias areas y en distintas etapas de
su carrera que discutieron intensamente con placer y provecho, pero con estandares
de rigor muy altos que clarificaron el estatus de varios problemas. Como todas las
personas que han tenido la suerte de colaborar con Luis, puedo decir que es notable
la humildad y generosidad que contagia por su ejemplo.
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6. PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE: PROBLEMA DEL OBSTACULO

Los problemas de frontera libre modelan una amplia gama de fenémenos na-
turales que surgen en diversas disciplinas como la Fisica, Biologia y Matematica
Financiera. La caracteristica distintiva de estos problemas es que el dominio donde
se resuelve la EDP depende de la solucién. Por lo tanto, su frontera es desconocida
o «libre», y es también una incognita del problema.

Uno de los problemas maés clasicos de frontera libre es el problema del obstaculo,
cuyo analisis se remonta a los afios 70. Matemaéaticamente, consiste en encontrar una
funcién u que minimiza la energia de Dirichlet,

1
E(u):a/D|Vu|2dx,

tal que u > ¢ en D, donde ¢ € C* es una funcién dada y D es un domino acotado
en R™. Ademas, se impone que u = g en la frontera D del dominio. La solucién u
puede interpretarse como la posiciéon de equilibrio de una membrana eldstica cuya
frontera se mantiene fija y esta forzada a situarse por encima de un obstéculo dado .

Notese que el dominio D se divide en dos regiones: en la regiéon en la que la
membrana estd por encima del obstaculo, 2 = {u > ¢}, la solucién u es una funcién
armonica, mientras que en la otra regién, A = {u = ¢}, la membrana coincide con el
obstaculo. También sabemos que u es superarmonica en D. La superficie que separa
estos dos conjuntos es la frontera libre (véase la figura 2).

contact set /L.

4,2
7 L4
14@@ et - =0 luti on, U

obstacle @
= \

Figura 2: Dibujo de Luis Caffarelli sobre el problema del obstaculo.

Otro problema relacionado consiste en minimizar la energia £(u) cuando el do-
minio D C By N{x, = 0} y la condicién u > ¢ solo se pide en D N {x,, = 0}. Este
modelo se conoce como el problema del obstaculo «fino», propuesto por Signorini
(1959) en conexién a la elasticidad lineal, y surge en varios contextos como en el
estudio de membranas semipermeables o de transferencia del calor.

La existencia y unicidad de soluciones de ambos problemas se deduce facilmente
usando herramientas del Célculo de Variaciones, pues el funcional £(u) es estricta-
mente convexo y el conjunto de funciones admisibles,

{ue H'(D) :u > ¢, ulop = g},
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es convexo y cerrado en el espacio de Hilbert, H'(D). También se puede probar
que la solucién es C'!, es decir, las segundas derivadas estdn acotadas, pero no son
necesariamente continuas. Esta es la regularidad éptima, ya que el laplaciano de la
solucién salta de 0 a Ay cuando atraviesa la superficie de separacion. Para el lector
interesado en aprender mas sobre este tema, destacamos la monografia [40].

Una vez establecidas la existencia, unicidad y regularidad éptima de la solucién,
la siguiente pregunta natural es investigar las propiedades analiticas y geométricas
del conjunto de contacto, en particular, jes un conjunto suave o tiene singularidades?
Luis es el gran pionero en desarrollar esta teorfa, introduciendo ideas fascinantes y
métodos innovadores para abordar este problema. Por ejemplo, destacamos el uso
de argumentos de blow-up para analizar el comportamiento local de la soluciones en
la frontera libre y entender mejor su estructura.

A continuacién, Xavier Ros-Oton, describe su colaboraciéon con Luis y Joaquim
Serra relacionada con el problema del obstaculo.

6.1. COLABORACION CON XAVIER R0OS-OTON Y JOAQUIM SERRA

Mi colaboracién con Luis fue durante mi etapa postdoctoral en UT Austin, de
2014 a 2017. Fue en ese periodo cuando empecé a interesarme y trabajar en problemas
de frontera libre, especialmente en problemas del obstaculo. Luis ha sido la figura
mundial de referencia en este tipo de problemas desde 1977, cuando demostré por
primera vez que las fronteras libres en el problema del obstiaculo son C*° fuera
de un cierto conjunto de puntos singulares. Este trabajo, [6], publicado en Acta
Mathematica, fue su primera gran contribucién en el campo de las EDP, y abrié un
nuevo campo de investigacién que él mismo impulsé a lo largo de los anos, y que
contintia muy activo.

Motivados por problemas de probabilidad y matemdtica financiera [39], as{ como
por modelos de sistemas de interaccién de particulas en fisica y biologia [38], durante
el siglo XXI se han dedicado esfuerzos considerables a entender mejor el problema del
obstéculo para operadores no locales elipticos L. En el caso particular L = v/—A,
dicho problema es equivalente al problema del obstéculo fino (de codimensién 1),
para el cual Luis Caffarelli habia hecho varias contribuciones importantes [7, 4].

El siguiente paso en esta direccién fue entender el caso del laplaciano fraccionario
L = (—A)® para todo s € (0, 1), estudiado por Caffarelli, Salsa y Silvestre en [25].
En dicho trabajo, demostraron la regularidad éptima de las soluciones, asi como la
regularidad de las fronteras libres fuera de un conjunto de puntos singulares. Pese
a estos avances, el caso de operadores no locales generales siguié abierto, ya que las
técnicas de [25] eran especificas del caso (—A)®, en el que hay férmulas de mono-
tonicidad de tipo Almgren que son cruciales en la demostracion. En colaboracion
con Luis y Joaquim Serra resolvimos finalmente este caso en el trabajo [24], donde
extendimos los resultados de [25] a un contexto més general y con técnicas distintas,
no basadas en férmulas de monotonicidad.
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7. LA ECUACION DE MONGE-AMPERE Y EL TRANSPORTE OPTIMO

La ecuacién de Monge-Ampere, propuesta inicialmente por los matematicos fran-
ceses Gaspard Monge en 1784 y André-Marie Ampeére en 1820, ha captado conside-
rable atencion en las ultimas décadas. Este interés estd motivado por sus diversas
aplicaciones en campos como el Andlisis y la Geometria, destaciandose, por ejemplo,
el problema de construir superficies con curvatura gaussiana prescrita y el problema
de transporte éptimo (véase la seccién 7.1).

Su formulacion clésica consiste en encontrar una funciéon convexa u tal que

det(D*u) = f, (6)

donde f es una funcién positiva dada. Observamos que (6) prescribe el producto de
los valores propios de la matriz hessiana de u, a diferencia de la ecuacioén eliptica por
excelencia, Au = f, que prescribe su suma. En particular, la ecuacién de Monge-
Ampeére es completamente no lineal (véase la seccién 4) y degenerada, debido a que
los valores propios de D?u podrian ser arbitrariamente pequefios. Estas propiedades
hacen que su andlisis sea mas complejo.

En 1990, Luis desarrollé la teoria de regularidad de las soluciones de esta ecuacién
en dos articulos de gran relevancia cientifica [9, 10], donde demostré que los ejemplos
explicitamente conocidos de soluciones singulares son los tnicos. Posteriormente,
Luis trabajo6 junto con sus colaboradores en el problema de transporte 6ptimo, como
expone Mar Gonzélez en la préxima seccién. Seguidamente, en las secciones 7.2 y
7.3, Fernando Charro y Maria Soria-Carro describen sus respectivas colaboraciones
con Luis sobre versiones no locales del operador de Monge-Ampere y relacionados.

7.1. COLABORACION CON MAR GONZALEZ

Coincidi con Luis durante mi postdoc en UT Austin, durante los anos 2005—
2007. Esos anos de postdoc con Luis marcaron para siempre mi carrera y mi forma
de pensar. De hecho, su intuicién matematica siempre nos impresionaba a los que
estabamos alrededor: la demostracién de una estimacion extremadamente delicada
muchas veces se reducia a comprender la geometria intrinseca de la ecuacién haciendo
unos dibujos en la pizarra (las famosas «pardbolas de Caffarelli»).

Con Luis aprendi el problema de transporte éptimo de Monge-Kantorovich, te-
ma que ha tenido un gran desarrollo durante las tltimas décadas. Para el lector
interesado en profundizar en este problema desde un punto de vista més analitico
destacamos las monografias de C. Villani [54], L. Ambrosio [1] y A. Figalli [42]. Adi-
cionalmente, el transporte 6ptimo proporciona excelentes herramientas para tratar
multiples cuestiones aplicadas, como procesado de imégenes o aprendizaje automa-
tico (citamos, por ejemplo, el survey clsico [46]).

Originalmente propuesto por G. Monge en 1781, el problema concreto es el si-
guiente: se intenta transportar la masa de un dominio a otro, de una manera 6ptima,
por ejemplo, minimizando un coste (la distancia u otra métrica), véase la figura 3.
Ma4s precisamente, sean €2y y 2; dos dominios acotados de R", y sean pg y p1 dos
distribuciones (positivas) en Qg y 1, respectivamente, con la misma masa. Dada
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una funcién de coste ¢ : R™ — R, el objetivo es encontrar un funcional de transporte
admisible T : Q¢ — 1 que minimiza el coste total dado por

/ ez —T(x)) dpo.
Qo

Se dice que un transporte es admisible si preserva medida, es decir, Ty o = f11.

Mo T N

Figura 3: Representacién esquemética del transporte éptimo (© Nicolas Papadakis).

Las dos ramificaciones clasicas de este problema se deben a Kantorovich en 1942
(traducido en [45]), de la que no hablaremos aqui, y Brenier en 1987 (desarrollado
posteriormente en [5]). En el articulo [11] Luis retomé el trabajo de Brenier y lo situé
en un contexto de EDP. Contempordneamente, Gangbo y McCann [43] publicaban
resultados con este mismo espiritu y, por ello, estos dos articulos se consideran la base
de la formulacién del problema del transporte éptimo en EDP. En particular, dadas
dos medidas o = f(z)dx y pu1 = g(y) dy, la solucién del problema de transporte
existe en casi todo punto para un coste ¢ convexo, y viene dada en términos de un
potencial u € C(2) que satisface una ecuacién de tipo Monge-Ampeére

g(z — Vc* (—=Vu)) det (I + D*c*(—Vu)D?*u) = f(x),

donde c* es esencialmente la transformada de Legendre de c. Notamos aqui que
ésta es una ecuacién completamente no lineal (ya que contiene el determinante del
hessiano de u, entre otros términos), y que necesita ideas nuevas para su analisis. Es
aqui precisamente donde vuelve a destacar la genialidad de Luis: uno de sus trabajos
més profundos [9] demuestra regularidad para las segundas derivadas de la solucién
u, en particular, estimaciones a priori W2 y C?, cuando el coste es cuadratico
c2(z) = 4]2|%. La idea de la demostracién es fuertemente geométrica y no puede
entenderse sin «las parabolas de Caffarelli».

La siguiente pregunta natural es si se pueden generalizar dichas estimaciones
para costes ¢ convexos méas generales. En el articulo [47], Ma, Trudinger y Wang dan
una condicién (denominada (A3)) necesaria y suficiente sobre ¢ para la existencia
de estimaciones globales. Sin embargo, la teoria de regularidad para costes que no
satisfacen la condicién (A3) se encuentra lejos de ser exhaustiva y, por ejemplo, el
coste ¢,(z) = %|z|p queda fuera de esta condicién. En mi trabajo [20], conjunto con
Luis y T. Nguyen, demostramos estimaciones a priori C1® para costes ¢, en los casos
en que el problema se puede entender como una perturbacion del caso cuadratico,
por ejemplo si p — 2 o si los dominios € y 2; estan suficientemente lejos. La
geometria del problema perturbado es tan fuerte que todavia se puede demostrar

regularidad lejos del borde del dominio.
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7.2. COLABORACION CON FERNANDO CHARRO

Trabajé con Luis Caffarelli durante mi postdoctorado en la Universidad de Texas
en Austin, del 2010 al 2014. Llegué a Austin con una beca postdoctoral Fulbright,
que entonces se concedia en colaboracién con el Ministerio de Educacién tras un
largo proceso de seleccion. Aprender de Luis fue una oportunidad tnica a nivel ma-
tematico y personal. Luis e Irene siempre se preocuparon de que todos los visitantes
internacionales nos sintiéramos acogidos. Por ejemplo, recuerdo con afecto cenar en
su casa en Accién de Gracias con el resto de colegas y estudiantes de su grupo.

Dadas las muchas aplicaciones del operador de Monge-Ampere, det(D?u), en
geometria y andlisis (por ejemplo, en la curvatura gaussiana, la geometria afin y el
transporte 6ptimo, véase [41, 44]), la falta de una contrapartida no local era una
cuestiéon importante en el campo de las EDP no locales que Luis y yo contribuimos
a responder con nuestro articulo [16], publicado en Annals of PDE.

Nuestra definicién de operador de Monge-Ampére no local estd motivada por el
hecho de que, para una funcién convexa u,

ndet(D?u)Y/™ = inf traza(A'D?u A),
det A=
lo cual puede verse como una versiéon matricial de la desigualdad entre las medias
aritmética y geométrica. Por lo tanto, resulta natural definir un operador Monge-
Ampere no local como una envolvente concava de operadores lineales fraccionarios
«en forma de trazay, es decir,

(1 4 u(x +y) +ulx —y) — 2u(z)
Doula) = (1-9) fuf [ oy

donde 0 < s < 1 es el orden de la ecuacion. Nétese que el operador asi definido es
degenerado porque la condicién det(A) = 1 permite que la matriz A tenga valores
propios arbitrariamente pequenos; esto es evidente en dimensién 2, donde los dos
valores propios de la matriz deben ser necesariamente reciprocos para mantener el
determinante igual a 1.

En nuestra estimacion clave, mostramos condiciones bajo las cuales el operador
Dsu es uniformemente eliptico, lo que nos permite aplicar resultados de regularidad
para operadores uniformemente elipticos no locales, como las estimaciones de Evans-
Krylov probadas por Caffarelli-Silvestre. Ademas, el operador de Monge-Ampeére no
local converge al Monge-Ampere clésico a medida que s — 1, es decir, a medida que
el orden de la ecuacion no local se aproxima al caso local.

7.3. COLABORACION CON MARIA SORIA-CARRO

Tuve el gran honor de que Luis fuera mi director de tesis en UT Austin de 2016 a
2022. Me gustaria destacar su dedicacién y paciencia durante mis anos de doctorado,
siendo una persona increiblemente positiva, incluso ante un razonamiento erréneo
por mi parte. Siempre recordaré cémo al dia siguiente de darme un problema compli-
cado, se acercaba a mi despacho, que estaba frente al suyo, y me decia bromeando:
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«;Maria, ya estd todo resuelto?». Realmente, su apoyo constante ha hecho de la
experiencia de trabajar bajo su direccién un verdadero privilegio.

Gran parte de mi investigacion se enfocé en el estudio de los problemas de trans-
misién, propuestos inicialmente por Picone (1954) en el estudio de materiales eldsti-
cos y generalizados por Schechter (1960). Estos modelos describen fenémenos en los
cuales una magnitud fisica cambia completamente su comportamiento al atravesar
una superficie o «interfaz» que separa dos medios. Por ejemplo, esto sucede cuando
la luz cambia de direccion, al viajar del aire al agua. El objetivo principal es describir
el comportamiento de las soluciones cerca de la interfaz, donde se producen saltos
de discontinuidad, debido a las interacciones en esta frontera comun.

Durante mis primeros afios en Austin, Luis me propuso estudiar problemas de
transmisién con interfaces «poco regulares». En mi primer trabajo, [29], en colabo-
raciéon con Luis y Pablo Stinga, codirector de mi tesis, consideramos un problema
de transmision eliptico, que se reducia a estudiar la ecuacién distribucional

Au:gdHnilh‘a

donde g es una funcién dada, I es la superficie de transmisién y H"~! es la medida
de Hausdorff. Nuestra contribucién principal consistié en demostrar la regularidad
6ptima de las soluciones hasta la interfaz, suponiendo que I' es C'*®. Esta hipdte-
sis de regularidad minima planteaba algunas dificultades. Por ejemplo, no permitia
aplanar la frontera y usar técnicas de reflexién, como en la teoria clasica de Schau-
der. Para abordar este problema, aprendi el extraordinario método de perturbacién
caffarelliano, fundamentado en argumentos geométricos. Este método consistia en
aproximar la solucién u por soluciones a problemas «buenos» y transferir la regu-
laridad de las soluciones buenas a u, mediante un argumento de tipo blow-up. Ins-
pirados por este trabajo, Pablo y yo estudiamos problemas similares de transmisién
para ecuaciones completamente no lineales [51].

Mi segundo trabajo con Luis, [28], empez6 durante la pandemia. Unos semestres
antes, él habia impartido un curso de procesos de difusién no locales, en el que
introdujo el laplaciano fraccionario y otros operadores integro-diferenciales, y me
resulté muy interesante. Junto con Luis Silvestre, exalumno y gran colaborador suyo,
tiene varias publicaciones sobre regularidad y propiedades de este tipo de operadores.
Destaco el «problema de la extensién» para el laplaciano fraccionario [26], su articulo
maés citado con jmas de 1700 citas! Nuestro problema estd motivado por un trabajo
con Silvestre en el que propusieron otra versiéon no local del operador de Monge-
Ampere. Tenia como objetivo definir y analizar una nueva familia de operadores,
que interpolaran el laplaciano fraccionario con el operador de Monge-Ampére no
local. La idea de la construccién es similar a la que ha presentado Fernando Charro
en la seccién anterior, donde, en vez de considerar transformaciones afines del ntcleo
del laplaciano fraccionario, |y|~"~2%, consideramos transformaciones méas generales,
motivadas por ciertas consideraciones geométricas.
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8. COMENTARIOS FINALES

Espero que este articulo demuestre una vez mas la enorme importancia que ha
tenido la figura de Luis Caffarelli en el avance de la matematica espanola, asi como la
generosidad y humildad que lo caracterizan. Me siento tremendamente afortunada de
formar parte de este gran equipo humano y de poder rendir este homenaje conjunto
a una grandisima persona.

iEnhorabuena y mil gracias, Luis!

Luis Caffarelli recibe el Premio Abel de manos del Rey Harald V de Noruega (© Alf
Simensen-NTB/The Abel Prize).
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