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1. INTRODUCCION

1.1. LA PREGUNTA (EL f-VECTOR)

Casi todos los lectores conocerdn la famosa férmula de Euler v —a+c = 2, valida
para los nimeros de vértices, aristas y caras de cualquier poliedro (convexo) [6].

En una carta a Goldbach, Euler dijo sobre ella: «Me asombra que estas propie-
dades generales de la estereotomia no hayan sido observadas antes por nadiey. Y es
que, en efecto, sorprende que esta formula se encontrase tan tarde en la historia de
las matematicas, habida cuenta de que los poliedros se encuentran entre los objetos
geométricos de mas antiguo estudio. Por ejemplo, los cinco poliedros regulares se
tratan con detalle en el dltimo libro de los Elementos de Euclides y son, en cierto
modo, la meta a la que los Elementos se encaminan. Juegan también un papel funda-
mental en la filosofia y la cosmografia de Platén, quien, en el Timeo, siguiendo a los
pitagdéricos, asocia cuatro de ellos con los cuatro elementos de la naturaleza (tierra,
agua, fuego y aire) y reserva el quinto —el dodecaedro, el més «redondo»— como
el constituyente de los astros. Por esta razén a los poliedros regulares los llamamos
también sélidos platonicos. Pero su estudio y descubrimiento es mucho més antiguo;
en Escocia se han encontrado bolas neoliticas talladas con estructura de poliedros
regulares, fechadas hacia el 2000 a.C.

En dimensién superior en vez de poliedro usamos la palabra politopo, acunada
hacia 1880 por Alicia Boole Stott. Un d-politopo! tiene caras de dimensiones 0, 1,
2, etc. hasta d — 1 y, siguiendo a Euler, nos preguntamos:

1En las siguientes secciones definiremos con mds precisién los conceptos que se mencionan en
esta introduccién. De momento digamos solo que, para nosotros, un politopo es necesariamente
convexo.



168 MIRANDO HACIA EL FUTURO

Figura 1: Izquierda: Los cinco sélidos platonicos tal como los dibujé Kepler en su
Harmonices Mundi (1619), asociados a los cuatro elementos clésicos y al quinto
elemento del cual estan hechos los astros. Derecha: en Mysterium Cosmographicum
(1596), Kepler ide6 un modelo del sistema solar en el que los seis planetas entonces
conocidos se mueven en esferas concéntricas cuyos radios estdn gobernados por
s6lidos platdnicos circunscritos a una e inscritos en la siguiente. (Fuente: Internet
archive).

PREGUNTA 1. Sea f = (fo,..., fi—1) € N ;Qué igualdades o desigualdades carac-
terizan completamente que f sea el vector de caras de algun d-politopo?

Para los poliedros de dimensién tres, donde (fo, f1, f2) = (v, a, ¢), conocemos la
respuesta. El Teorema de Steinitz (1906) que demostraremos en la Seccién 2 dice
que, ademas de la férmula de Euler, es necesario y suficiente que

c<2v—4 y v<2c—4.

Para politopos de dimensién 4 no sabemos la respuesta completa,? pero si sabe-
mos algunas cosas. Una de las méas notables es el llamado Teorema-g, que nos da la
respuesta completa en dimension arbitraria si nos restringimos al caso de politopos
simpliciales, o sea, aquellos cuyas caras son todas simplices.? Y lo sorprendente es
que esta respuesta, no solo en su demostracién sino también en su formulacion, es
eminentemente algebraica. El objetivo de este articulo es introducir las herramien-
tas necesarias para enunciar y entender la caracterizacién, y dar algunas ideas de su
demostracién y su historia.

1.2.  EL PROTAGONISTA (EL h-VECTOR)

Es muy conveniente aplicar un «cambio de coordenadas» al f-vector, traducién-
dolo a otro vector que llamamos el h-vector. Para definirlo anadamos un f_; =1
al f-vector, que se interpreta entendiendo el conjunto vacio como (la Gnica) cara de
dimensiéon —1 de cualquier politopo. Con este convenio:

2Véase en [31] un review sobre la cuestién en el centenario del Teorema de Steinitz.
3El andlogo en dimensién superior de tridngulos en dimensién 2 o tetraedros en dimensién 3.
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DEFINICION 2. Dado un (posible) f-vector (f_1,fo,...,fa—1) € N1 de un d-

politopo simplicial, definimos su correspondiente h-vector h = (hg, ..., hq) como
' o (d—k
h; = —1)ik _1, i =0,...,d. 1
S () m

La transformacién f — h no es mis que una aplicacién lineal Rt — R4+1
(restringida a ciertos vectores enteros) y su matriz es triangular inferior con unos
en la diagonal. Por tanto la podemos invertir y recuperar el f-vector a partir de un
(posible) h-vector. No daremos los detalles del calculo pero el resultado es?

.S (520 ) o)

k=0

Por ejemplo, para d = 3 tenemos que

ho 1 0 0 0\ [/f: fo 1 0 0 0\ /ho
m| [-3 1 0 o] f fo 310 0|(m
=3 —2 1 ol Al Al 713 2 1 o |he
hs -1 1 -1 1)\ p f 111 1) \hy

En la Seccién 3.2 interpretaremos este cambio de base en términos de «parti-
ciones» y «descascaramientos» del complejo de caras, pero de momento animamos
al lector a calcular el h-vector de un tetraedro, octaedro, e icosaedro, usando la
féormula matricial. Descubrird que el resultado es (1,1,1,1), (1,3,3,1) y (1,9,9,1)
respectivamente. Se observa que es un vector positivo (lo cual no es obvio a partir
de su definicién) y simétrico. Esto ultimo nos dice que el h-vector codifica la infor-
macién contenida en el f-vector de manera mas «compactay, puesto que conociendo
su primera mitad podemos recuperar la segunda.

El complejo de caras (propias) de un d-politopo simplicial es el ejemplo proto-
tipico de un complejo simplicial de dimensién d — 1: un conjunto de simplices de
dimensiones d — 1 o menor y «bien pegados entre si». Ademads es puro, es decir, to-
dos los simplices maximales tienen la misma dimensién. La definicién de h-vector se
extiende a este contexto, y el estudio de h-vectores de complejos simpliciales puros
es la base de las herramientas algebraicas que aparecen en el Teorema-g. Nuestro
objetivo es explicar estas herramientas y demostrar las tres propiedades siguientes.
Definiremos los conceptos que aparecen en ellas a lo largo del articulo, aunque a
veces restringidos al caso que nos interesa.

4Una manera conveniente de demostrar, asf como de recordar, las férmulas que relacionan el f-
vector y el h-vector es como sigue. Consideremos los vectores como coeficientes de sendos polinomios
ménicos de grado d, que seguimos denotando f y h, en una variable z. Es decir:

f(@) = fo1z? 4 ford™ V- faox 4 fa_a, h(z) = hox? + h1z?™ 1 + - 4 hy_1x + hq.
Escritos asi, las férmulas (2) y (1) son equivalentes a

f(x) =h(z+1), h(z) = f(z —1).
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TEOREMA 3. Sea K un complejo simplicial puro de dimension d—1 y con n vértices.
Sea h = (hg, ..., hq) su h-vector.

1. 87 K es una esfera topolégica su h-vector es simétrico: hy, = hq_y, para todo k.
2. Existe un ideal monomial® I C K[x|, donde x = {x1,...,7,}, cuya dlgebra

Ak = K[x]/Ik tiene como serie de Hilbert el siguiente cociente de polinomios:

ho + hat + - + hqt?
(1—t) '

3. Si K es descascarable® y K es infinito, entonces en Ay existe un conjunto
O = {61,...,04} de elementos de grado uno tales que Ak /O es un &lgebra
finita con sucesion de Hilbert igual a (hg,. .., hq).

Las igualdades del apartado 1 son las ecuaciones de Dehn-Sommerville y genera-
lizan a la férmula de Euler. De hecho, la ecuacién hg = hy es exactamente la férmula
de Euler-Poincaré para esferas de dimensién arbitraria (véase (3), en la Seccion 2.2),
y las demaés se pueden demostrar recursivamente aplicando dicha férmula a los en-
laces” del complejo. La demostracién que daremos en la Seccién 3.2 es vilida solo
para politopos® o, més generalmente, para esferas topolégicas descascarables.

Estas ecuaciones nos dicen que el f-vector de una esfera simplicial (en particular,
el de un politopo simplicial) contiene informacién redundante; consta de d niimeros
pero entre ellos hay [d/2] relaciones, de modo que conociendo |d/2] podemos cal-
cular los demés. Esto es bien conocido en dimension tres: todo 3-politopo con caras
triangulares y con n vértices tiene 3n — 6 aristas y 2n — 4 tridngulos.

Demostraremos el apartado 2 en la Seccion 4.2. El ideal y el dlgebra en cuestién
se llaman de Stanley-Reisner, o también el ideal y el dlgebra de caras de K. Fueron
introducidos y estudiados por estos dos autores hacia 1975 [24, 26], y combinando el
trabajo de ambos se deduce el Teorema de la cota superior para esferas simpliciales.’
Stanley demostré que la cota se satisface para todo complejo puro cuya algebra Ax
sea de Cohen-Macaulay y Reisner caracteriz6 los complejos con esta propiedad como
aquellos en los que tanto el complejo como todos sus enlaces tienen homologia trivial

5Aqui K es un cuerpo arbitrario y K[x] el anillo de polinomios en n variables.

6Un complejo descascarable es uno que se puede construir de manera iterativa afiadiendo los
simplices de dimensién d de uno en uno de acuerdo a ciertas reglas (véanse los detalles en la
Seccién 3.2). «Descascarable» es nuestra traduccién de la palabra shellable usada en inglés.

7El enlace de un vértice es el conjunto de simplices conectados a él; si nuestro complejo tiene
dimensién d los enlaces tienen dimensién d — 1 y son lo que cada vértice «vex. El enlace de una
cara de dimensién positiva se puede definir recursivamente.

8Que es el contexto en el que las demostré Sommerville (Dehn habia previamente demostrado el
caso < 5). Klee [11] es quien observé que las ecuaciones valen para todos los complejos eulerianos,
es decir, aquellos en los que tanto el complejo total como los enlaces tienen la caracteristica de
Euler de la esfera de la dimensién que les corresponde.

9Dicho teorema establece que toda (d — 1)-esfera con n vértices tiene hy < ("7d;1+k)

, para

todo k, con igualdad si y solo si su (k — 1)-esqueleto es completo. Para politopos, la cota habia sido
conjeturada por Motzkin en 1957 [21] y demostrada por McMullen en 1970 [16].
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excepto en la dimensién mas alta. Dichos complejos se denominan por ello complejos
Cohen-Macaulay y, obviamente, incluyen a todas las esferas.'°

Para el apartado 3 se suele demostrar que descascarable implica Cohen-Macaulay,
y que Cohen-Macaulay implica este enunciado. En la Seccién 4.3 procedemos al re-
vés: demostraremos el enunciado partiendo de un descascaramiento y veremos como
subproducto que el dlgebra Ay de un complejo descascarable es Cohen-Macaulay.

1.3. LA RESPUESTA (M-VECTORES Y g-VECTOR)

El Teorema 3 nos da ya dos condiciones necesarias para que un vector sea f-
vector de un politopo, solo que vienen expresadas en términos de su h-vector: hace
falta que se cumplan las ecuaciones de Dehn-Sommerville y que el h-vector sea la
sucesion de Hilbert de algun dlgebra graduada estindar; es decir, que sea un M-
vector de acuerdo a la siguiente definicion:

DEFINICION 4. Un vector (mg,m1,...,mq) € N1 es un M-vector si cumple las
propiedades siguientes, que son equivalentes entre si:

1. FEs el «vector de caras de un multicomplejoy. Un multicomplejo es una familia
de multiconjuntos' que es cerrada por contenido: si un multiconjunto esté,
todos sus multisubconjuntos también. El vector de caras de un multicomplejo
cuenta cuantos multiconjuntos hay de cada tamano. Por ejemplo, mg siempre
es 1, porque el conjunto vacio ha de estar en cualquier multicomplejo.

2. Es la sucesion de Hilbert del conjunto de monomios estandar de un ideal mo-
nomial en K[x]|, donde K es un cuerpo arbitrario. Un ideal monomial I es
un ideal generado por monomios, y podemos pensar en él como un conjunto
«cerrado hacia arriba» de puntos en N™:'2 si un punto esté, todos los que son
mayores o iguales que él coordenada a coordenada también. Los monomios es-
tandar son los que no estan en el ideal y, por tanto, son un conjunto «cerrado
hacia abajo». Véanse en la Figura 2 un ejemplo de un ideal monomial y su
correspondientes monomios estdndar, con n = 2. Definiremos la sucesién (o
funcién) de Hilbert de un ideal y de un dlgebra en la Seccién 4, pero en el caso
que nos ocupa no es mas que la sucesion que cuenta el nimero de monomios
de cada grado.

3. Es la sucesion de Hilbert de un dlgebra graduada estdndar, es decir, un élgebra
K[x]/I obtenida como cociente por algin ideal homogéneo.

4. FEs el h-vector de un complejo simplicial puro y descascarable.

5. Es una secuencia cuyos términos satisfacen ciertas desigualdades explicitas
(que no detallaremos aqui).

10Puesto que es una propiedad homolégica, ser Cohen-Macaulay no depende de cémo triangula-
mos un espacio topolégico dado, pero si depende del cuerpo sobre el que calculemos la homologia y
el dlgebra Ay . Las esferas son Cohen-Macaulay sobre cualquier cuerpo pero, por ejemplo, el plano
proyectivo real (triangulado arbitrariamente) lo es solo sobre cuerpos de caracteristica distinta de
dos.

M Conjuntos en los que admitimos elementos repetidos.

12En este escrito tomamos el convenio de que N = {0,1,2,...}, o sea, incluimos el 0.
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L2

Figura 2: El ideal monomial en dos variables generado por zzs, z123, 5 (sombrea-
do). Marcamos como e los monomios del ideal y como x los monomios estdndar. El
M-vector de estos ultimos es (1,2,3,2,1,1,1,1,...).

A excepcion de la 4, la equivalencia de estas propiedades la demostré Macau-
lay [15], en cuyo honor utilizamos la M. La equivalencia 1< 2 es més o menos obvia,
una vez que entendemos que a cada monomio le podemos asociar como multiconjunto
las variables que multiplicamos, y viceversa. Por ejemplo, al monomio z?x3x} aso-
ciamos el multiconjunto {1,1,3,4,4,4,4,4}. La propiedad «ser cerrado hacia abajo»
para los monomios estandar deviene «ser cerrado por contenido» para los multicon-
juntos. La 3 es a priori mas general que la 2, pero la construccién de ideales iniciales
(por ejemplo a través de bases de Grobner) nos dice que las sucesiones de Hilbert
obtenidas son las mismas. El Teorema 3.2 nos da la implicaciéon 4 = 2.

Estamos ya en disposicién de enunciar el Teorema-g, que responde completamen-
te a la Pregunta 1 para politopos simpliciales:

TEOREMA 5 (Teorema-g). Un wvector (fo,...,fa—1) € N% es el vector de caras de
algin d-politopo simplicial si, y solo si, su h-vector (hg,...,hq) satisface:

1. Es simétrico, es decir, h; = hq_; para todo i (Ecs. de Dehn-Sommerville).
2. Su primera mitad es creciente (y por tanto su seqgunda mitad decreciente):
ho <hy <--- < h|g-

3. Su vector de diferencias, es decir, el vector

9=1(90,91,---,914s2)) := (ho,h1 — ho,ha — h1, ..., hia/2] — hja/2)-1),
es un M -vector.

La propiedad 3 es mas fuerte que decir, como se hacia en el Teorema 3.3, que
h es un M-vector. En efecto, si g es el M-vector de una cierta dlgebra K[x]/I, se
puede comprobar que h es el de K[x,y]/I (una variable més, mismos generadores).

1.4. HISTORIA DEL TEOREMA-g

Las ecuaciones de Dehn-Sommerville e, implicitamente, la definicién del h-vector,
se deben a Sommerville (1927) [25]. En 1970, McMullen demostré la cota superior
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para f-vectores conjeturada por Motzkin [16, 21] y al afio siguiente [17], recopilando
lo que se sabia hasta la fecha, conjeturé la caracterizacién contenida en el teorema.
Quizé no estaba muy convencido, porque ese mismo afo, en su libro publicado con
Shephard [20], dijo que la conjetura era «even more intriguing [que la conjetura de
la cota superior|, if rather less plausible». Sin embargo, menos de 10 afios después la
conjetura era ya un teorema, gracias al esfuerzo combinado de Billera, Lee y Stanley.

Billera y Lee [5] demostraron la suficiencia de las condiciones de McMullen me-
diante una construccién mas o menos explicita y «elemental» (pero sofisticada) ba-
sada en modificar de manera ingeniosa los llamados politopos ciclicos.'

Stanley [27] (véase también [28, Seccién III.1]) demostré la necesidad, utilizando
para ello las herramientas algebraicas que habia desarrollado pocos anos antes junto
con Reisner (y otros, e.g., Hochster). Su demostracién tiene dos puntos esenciales;
partiendo del Teorema 3:

1. (Realizar Ak /O «geométricamenter): Stanley se dio cuenta de que si K es
el complejo de caras de un politopo simplicial P, entonces A /O (calculada
sobre C) es isomorfa al dlgebra de cohomologia de la variedad térica Xp.

2. (Existencia de un elemento de Lefschetz): Llamamos elemento de Lefschetz
del dlgebra Ak /O a un elemento | € (Ax/0O); (o sea, de grado 1) tal que los

homomorfismos
ld7 21

(Ag/0)i — > (Ax/©)ai

son isomorfismos para todo i < d/2. Su existencia implica que las aplicaciones
individuales «multiplicar por I» son inyectivas hasta grado d/2, es decir:

(Ak/O) —5 (Ak/0)1 5 (A /0)y = 2L (A /) 14y

Esto a su vez lleva a que el dlgebra Ax/O/I tiene como sucesion de Hilbert
el g-vector.!® Lo que Stanley demuestra es que (la clase de cohomologia de)
cualquier seccién de Xp por un hiperplano es un elemento de Lefschetz.'6

Hay demostraciones posteriores, con las mismas dos partes que la de Stanley pero
cambiando la manera en que se realiza A /O y se encuentra I:

» McMullen (1993, simplificada en 1996 [18, 19]) realiza Ax /O como el dlgebra
de pesos asociada al politopo PV dual de P, en la cual McMullen define las
operaciones de «exponencial y logaritmo de un politopo» mediante sus series
de Taylor habituales. El elemento de Lefschetz es el «logaritmo de PY».

13Los politopos ciclicos habian sido estudiados por Motzkin y aparecen en su conjetura de la cota
superior, porque son politopos en los que la cota se alcanza. Recomendamos [30] como excelente
introduccién a la teoria de politopos, en particular a los politopos ciclicos.

14La variedad térica de un politopo P es una variedad algebraica proyectiva que se puede definir
siempre que los vértices de P sean racionales. Esto no es pérdida de generalidad porque perturbar
los vértices no cambia la estructura combinatoria de un politopo simplicial.

5Porque la parte de grado i de Ak /©/l es simplemente el cociente como espacio vectorial de
(Ak /©); por la imagen de «Xx I».

16Este hecho es el llamado Teorema duro de Lefschetz ya demostrado por Lefschetz [14], solo que
en su version original requeria que la variedad fuera no singular. La variedad térica de un politopo
simplicial es en general singular, pero sus singularidades son relativamente sencillas.
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» Fleming y Karu (2010 [7]) entienden A como el dlgebra de funciones poli-
ndémicas por caras,'” o sea, funciones ¢ : 9P — R globalmente continuas y
con restriccién polinémica a cada cara. Toman como © el espacio de funcio-
nes lineales globales, y demuestran que como elemento de Lefschetz en Ax /O
funciona cualquier funcién que sea lineal por caras y estrictamente convexa.

1.5. EL TEOREMA-g PARA ESFERAS

McMullen solo conjetur6 las condiciones para los f-vectores de politopos simpli-
ciales, pero es natural preguntarse si se cumplen también para esferas simpliciales,
o sea, complejos simpliciales homeomorfos a una esfera. La respuesta no es obvia,
puesto que sabemos que para d = 4 o superior existen (d — 1)-esferas simpliciales
que no son combinatoriamente isomorfas a ningin d-politopo, y que su ntimero crece
mucho mas rapido que el de politopos:

TEOREMA 6 (Goodman-Pollack [8], Alon [2], Kalai [9], Nevo-Santos-Wilson [22]).
Denotemos por sq(n) el nimero de tipos combinatorios de (d—1)-esferas simpliciales
y por pa(n) el de las que se pueden realizar como politopos. Para cada d > 4 fijo
existen constantes C1 y Cy tales que, para todo n > d,

nld/2)

pa(n) < Cy" 8", sa(n) = Co

La conjetura de que todas las esferas simpliciales satisfacen las condiciones de
McMullen (y de que, por tanto, los f-vectores de (d — 1)-esferas simpliciales son los
mismos que los de d-politopos simpliciales) ha sido llamada «el Santo Grial de la
geometria discretay» [10] y tardd en ser demostrada 40 afios més que la versién para
politopos. Pero hoy tenemos (al menos) dos demostraciones de ella. Las dos siguen
de nuevo los dos pasos mencionados en las anteriores:

= En 2018 Adiprasito sorprende a la comunidad de expertos en el tema con un
preprint en el que demuestra la Conjetura-g para esferas [1]. En su demostra-
cién, como en la de Fleming-Karu, Ax aparece como el algebra de funciones
polinémicas por caras en una realizacién de K en R? y A /O es el cociente
por las funciones polinémicas globales. Pero no necesita convexidad en la rea-
lizacién'® ni en la funcién que se toma como elemento de Lefschetz; basta con
que sea lineal por caras (y mds o menos genérica).

= Tan solo dos anos después, Papadakis y Petrotou anuncian una nueva demos-
tracion [23] en la que no se explicita ninguna realizacién para Ak, y en la que
O se construye mediante una extensién transcendente del cuerpo base.!? Pero
la principal novedad es que trabajan sobre cuerpos de caracteristica dos, lo

ITEsta interpretacién habfa sido ya hecha por Billera [4] (1985).

18Nj siquiera inyectividad, cualquier eleccién suficientemente genérica de posiciones en R? para
los vértices funciona, incluso si los simplices resultantes tienen intersecciones impropias.

9Es decir, a partir de un cuerpo base K consideran una extensién K’ por d x n elementos
transcendentes y algebraicamente independientes, y construyen el anillo Ak /© sobre K’, tomando
como O funciones lineales que tienen a los elementos de la extensién como coeficientes.
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cual hace que muchas expresiones se simplifiquen, y deducen la propiedad de
Lefschetz de la anisotropia de la siguiente forma cuadratica:2°

(Ak/©)as2 x (Ak/©)a2 — (Ax/0)a =K.

2. POLITOPOS Y SUS f-VECTORES

Un subconjunto X de R es convezo si, para todo p,q € X, el segmento de recta
[p, q] esta contenido en X . La envolvente convexa conv(S) de un S C R? es el convexo
mas pequeno que contiene a S, o sea, la intersecciéon de los convexos que contienen
as.

DEFINICION 7. Un politopo (convezo) es la envolvente conveza en R? de algin
conjunto finito de puntos.

Por ejemplo, un politopo de dimensién 1, o 1-politopo, es un segmento; un 2-
politopo es un poligono convexo; y un 3-politopo es lo que habitualmente llamamos
un poliedro: un sélido delimitado por poligonos (convexos) planos.

2.1. POLITOPOS DE DIMENSION 3

Nos interesa sobre todo la combinatoria de los politopos. Todos entendemos que
un politopo tridimensional estd formado por caras (poligonos) que comparten sus
aristas (segmentos) y vértices (puntos). Por estructura combinatoria de un politopo
entendemos los nimeros y tipos de sus caras, aristas y vértices, asi como la infor-
macion de cudles son adyacentes entre si, etc. Centrandonos en cuintas caras puede
haber de cada dimension, la primera propiedad no obvia ya mencionada en la Intro-
duccién es la formula de Euler que afirma que, llamando fo, f1 v fo a los niimeros
de caras, aristas y vértices de un 3-politopo,

fo—fi+fo=2.

En 1906 Steinitz [29] demostré que la férmula de Euler junto con dos desigual-
dades sencillas son necesarias y suficientes para caracterizar los vectores de caras de
politopos de dimensién 3. Veamos el enunciado y su demostracion:

TEOREMA 8 (Steinitz [29], [30, Ejercicio 8.28]). Tres numeros naturales (fo, f1, f2) €
N3 son los nidmeros de vértices, aristas y caras de algin 3-politopo si, y solo si,
cumplen la formula de Euler y las desigualdades

—4
Jo <o
Ja—4
Ademds, en la primera desigualdad se da la igualdad si y solo si todas las caras son
tridngulos, y en la sequnda si y solo si todos los vértices son trivalentes.?!

1
- <
5 =

20Suponemos que d es par, pero el caso impar del Teorema-g se sigue facilmente del par.

21Llamamos wvalencia de un vértice al nimero de aristas que inciden en él. Para 3-politopos
esto es lo mismo que el nimero de caras (de dimensién dos) que contienen al vértice. Trivalente
significa, claro estd, «de valencia 3». A los 3-politopos que aparecen en la ultima frase los llamamos
stmpliciales y simples, respectivamente.
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DEMOSTRACION. Veamos primero que todo 3-politopo cumple las desigualdades.

Si sumamos los niimeros de lados de todas las caras, necesariamente obtendremos
como resultado dos veces el nimero de aristas, puesto que cada arista la hemos
contado en dos caras. Por otro lado, esa suma ha de ser al menos tres veces el
numero de caras, porque cada cara tiene al menos tres lados. Por tanto, 3fo < 2f;.
Sustituyendo (por Euler) que 2f; = 2fy + 2f2 — 4, se tiene:

<Jomt
T fa—4
Ademas, la desigualdad se convierte en igualdad si (y solo si) 3f = 2f1, lo cual pasa
si (y solo si), en la suma de lados de las caras, todas las caras tienen tres lados.

Del mismo modo, como cada arista tiene dos vértices y cada vértice estd en al
menos tres aristas, tenemos que 3fy < 2f; y, juntando esto de nuevo con la férmula
de Euler, llegamos a }c‘;:j < 2, con igualdad si y solo si todo vértice es trivalente.

Para ver el reciproco, si nos dan tres nimeros (fy, f1, f2) € N que satisfacen
las condiciones, lo primero que observamos es que podemos olvidarnos de fi. Si
encontramos un politopo con f vértices y fo caras, la formula de Euler nos garantiza
que su nimero de aristas es el correcto. Vamos a representar en el plano los puntos
enteros (fo, f2) que satisfacen las desigualdades del enunciado. Las desigualdades
definen sendos semiplanos delimitados por las rectas de pendiente 1/2 y 2 que pasan
por el punto (4,4), asf que el resultado son los puntos de la Figura 3.

5

N =

3fo<2fi = 3f2<2fp+2fr—-4 = [fo-4<2f -8 =

Figura 3: Los posibles pares (fo, f2) de un 3-politopo. Los puntos negros de la
diagonal corresponden a las pirdmides. A partir de ellas se pueden obtener todos
los demaés con «saltos de caballo». En la figura estdn marcados los saltos que parten
de fo = f2 = 8, que corresponde a la pirdmide sobre un heptagono. Los puntos del
borde son los 3-politopos simples (borde inferior) y simpliciales (borde superior).

El punto (4,4), viene realizado por el tetraedro que, en efecto, tiene 4 vértices
y 4 caras. Mas generalmente, los puntos (n,n) con n > 4 vienen realizados por la
pirdmide con base de n — 1 lados, que tiene n vértices (n — 1 en la base més el dpice)
y n caras (la base mas n — 1 tridngulos que la unen al apice). Para «realizary el resto
de los puntos usaremos las dos operaciones siguientes, ilustradas en la Figura 4:

= Si un politopo tiene algin vértice de valencia 3, cortando ese vértice mediante
un plano muy cercano a él aumentamos en 1 el nimero de caras (aparece un
tridngulo) y en 2 el niimero de vértices (aparecen 3 vértices, quitamos uno).
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spe —s¢

Figura 4: Las dos operaciones usadas para incrementar (fo, f2) en el Teorema de
Steinitz. A la izquierda cortamos un vértice trivalente (aumentando en (2,1)), y a
la derecha levantamos una pirdmide triangular (aumentando en (1,2)).

<

Figura 5: Izquierda: un 3-politopo con (fo, f1, f2) = (8,12,6), igual que el cubo,
pero que no tiene la combinatoria de un cubo (tiene caras de 3, 4 y 5 lados; el
cubo solo de cuatro). Derecha: un 3-politopo con (fo, f1, f2) = (6,12, 8), igual que
el octaedro, pero que no tiene la combinatoria de un octaedro (tiene vértices de
valencias 3, 4 y 5; el octaedro solo de cuatro).

= Si un politopo dado tiene alguna cara con tres lados (tridngulo), anadiendo un
vértice muy cercano al centro de ese tridngulo (es decir, pegando a ese tridngulo
una pirdmide «muy chatay) haremos aumentar en 1 el ntumero de vértices y en
2 el nimero de caras (aparecen tres tridngulos nuevos, pero desaparece uno).

La demostracion queda terminada si observamos que desde los puntos de la dia-
gonal de la Figura 3 (correspondientes a las pirdmides) podemos llegar a cualquiera
de los demds mediante saltos de vector (2,1) o (1,2). Esos saltos se corresponden
con las operaciones geométricas descritas.?? O

OBSERVACION 9. Dos 3-politopos con los mismos f-vectores no tienen necesariamen-
te el mismo tipo combinatorio. Por ejemplo, los de la Figura 5 tienen los f-vectores
de (respectivamente) el cubo y el octaedro, pero no son equivalentes a ellos.

Es decir, Steinitz en 1906 clasificé completamente los politopos tridimensionales
por sus numeros de caras. Mas complicado seria clasificarlos por su tipo combi-
natorio. Esta es una tarea que la comunidad mateméatica no tiene esperanzas de
poder completar, aunque si tenemos cotas relativamente buenas para el nimero de
tipos combinatorios posibles en funcién del nimero n de vértices (o de caras): su
crecimiento asintético es del orden de ¢” para una cierta constante c.

22E] lector atento se preguntard si podemos concatenar esos saltos de manera indefinida, puesto
que para hacer los primeros necesitamos algin vértice de valencia tres y para los segundos algtin
tridngulo. La respuesta es que si porque las pirdmides de las que partimos tienen ambas propiedades
y tras cada operacién aparece al menos un nuevo vértice trivalente y una nueva cara triangular.
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2.2. POLITOPOS DE CUALQUIER DIMENSION

Viajemos ahora a dimensién arbitraria. Un politopo P en R% puede tener di-
mensién estrictamente menor que d, llamando dimensién de P a la dimensién del
subespacio afin que genera. Asf, en R3 tenemos politopos de dimensién 3 (los habi-
tuales) pero también de dimensiones 2, 1 o 0 (poligonos, segmentos, y puntos).

Cada funcién lineal ¢ : R* — R define una cara de P, a saber, el subconjunto de
P donde ¢ alcanza su maximo:

P?:={pe P:¢(p) > ¢dlq) Vg€ P}.

Obsérvese que tomando ¢ = 0 sale el propio P como cara de si mismo. Por convenio
consideraremos también al conjunto vacio como una cara, de dimensién —1.

Toda cara de un politopo es a su vez un politopo?? y por tanto tiene una dimen-
sién bien definida. Las caras de dimensiones 0, 1, d — 2 y d — 1 de un d-politopo
se llaman vértices, aristas, crestas'y facetas, respectivamente. Ademads, toda cara de
una cara de P es a su vez una cara de P.2% Por tanto, el conjunto de caras de P forma
un conjunto parcialmente ordenado, o COPO:?> un conjunto en el que tenemos una
relacién de orden (en nuestro caso «estar contenido en» o, equivalentemente, «ser
cara de») que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Decimos que dos politopos P
y @ tienen el mismo tipo combinatorio, o que son combinatoriamente equivalentes,
si sus COPOs de caras son isomorfos. Equivalentemente, si hay una biyeccién entre
los vértices de P y los de @ que induce una biyeccién entre los conjuntos de caras.

Nuestro interés en este trabajo es entender los posibles niimeros de caras de cada
dimensién que puede tener un d-politopo. Mas explicitamente:

DEFINICION 10. Sea P un politopo de dimension d. Llamamos f-vector o vector de
caras de P al vector

f(P)y="(f-1,fo,---,fa), donde f; :== nimero de caras de dimension i de P.

Obsérvese que siempre se tendra que f_1 =1 = f;.

EJjempLo 11 (El d-simplice). Un simplice es un politopo cuyos vértices son afinmen-
te independientes. Es fdacil ver que esto determina su tipo combinatorio: el d-simplice
(simplice de dimension d) tiene d + 1 vértices y todo subconjunto de vértices pro-
duce una cara, de dimensién uno menos que su cardinal. Por tanto, el f-vector del
d-simplice es

o= (5 (1) (3 (1 42)

Por ejemplo, el 3-simplice o tetraedro tiene f-vector (1,4,6,4,1).

23Porque si P = conv(S), entonces P? = conv(S?), definiendo S? igual que hemos definido P?.

24Porque si Q = PY, entonces Q9 = Pf1€9 para algin € > 0 suficientemente pequeiio.

25Utilizamos COPO como abreviatura de COnjunto Parcialmente Ordenado. Es un término de
uso més o menos comin en México y otros paises [3], que imita al uso de poset en inglés como
abreviatura de partially ordered set.
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DEFINICION 12. El d-simplice estindar A? es conv(ey,...,eq41), donde ey, ..., eqq1
son la base candnica de R*1. Aunque usamos d + 1 coordenadas es un politopo de
dimension d, contenido en el hiperplano «suma de coordenadas igual a 1».
EjEMPLO 13 (El d-cubo). El d-cubo (centrado) es el politopo [—1,1]%. Sus vértices
son los 2% elementos de {—1,1}%. Cada cara (no vacia) del d-cubo viene determinada
por qué coordenadas valen 1 en ella, qué coordenadas valen —1, y qué coordenadas
varian. Es decir, a cada cara le podemos asociar un vector de {—1,0, 1}d, donde un
1 0 —1 en la posicion i representa que el valor de la i-ésima coordenada es constante
en esa cara, y un 0 que la coordenada no es constante. La dimension de la cara es el
numero de ceros del vector que le corresponde, lo cual lleva a la siguiente expresion
para el f-vector:

oo~ (s () (). ()

Por ejemplo, el 3-cubo tiene f-vector (1,8,12,6,1).
Algunas de las propiedades del f-vector en dimensién arbitraria son anilogas a
las de dimensién tres, utilizadas en la demostraciéon del Teorema 8:

= dfy < 2f1, con igualdad si y solo si todos los vértices son d-valentes, en cuyo
caso decimos que el politopo es simple.

» dfg—1 < 2f1, con igualdad si y solo si todas las facetas (y por tanto todas las
caras propias) son sfmplices, en cuyo caso decimos que el politopo es simplicial.

s Se satisface la férmula de Euler-Poincaré: la suma alternada de las entradas
del f-vector es cero:26

S (=DFfe=0. 3)

k=-1

3. COMPLEJOS SIMPLICIALES

3.1. COMPLEJOS SIMPLICIALES ABSTRACTOS Y GEOMETRICOS, Y SUS f-VECTORES
DEFINICION 14 ([30, Def. 5.1)). Una familia finita K de simplices en R? es un
complejo simplicial geométrico si cumple que:

» Para todo o € K, todas las caras de o estan en K.

= Sioy,09 € K, entonces o1 N oy es una cara tanto de o1 como de os.

A los elementos de KC les llamamos caras de KC. A las caras maximales, facetas. El
complejo es puro si todas sus facetas tienen la misma dimension.

Por ejemplo, el conjunto de caras propias (es decir, excluyendo la cara total) de
cualquier politopo simplicial P es un (d — 1)-complejo simplicial puro. Si P es un
simplice podemos anadir la cara total y tenemos un complejo puro de dimensién d.
DEFINICION 15 ([28, Sect. 0.3]). Sea V un conjunto finito.?” Una familia K de

26 Obsérvese que incluir el vacio como cara hace que en la derecha tengamos un 0. En la versién
habitual de la formula de Euler para una bola tendriamos un 1.
27Se pueden definir complejos simpliciales infinitos, pero no los necesitaremos en este articulo.
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subconjuntos de V' es un complejo simplicial abstracto si es cerrada por contenido.
Es decir:
SeK, TcS = TEeK.

A los elementos de V les llamamos vértices y a los de K les llamamos caras. La
dimension de una cara es su numero de elementos menos uno. Definimos facetas y
puro igual que en el caso geométrico.

Es facil asociar a todo complejo simplicial geométrico I un complejo abstracto K.
Basta tomar como V' la unién de los conjuntos de vértices de todos los o € K y como
familia K los subconjuntos de V' que son conjunto de vértices de algiin o € K. Cuando
un complejo K se obtiene de K de esta manera decimos que K es una realizacion
geométrica de K.

Veamos que el reciproco también es cierto. Para ello recuérdese que el (n — 1)-
simplice estandar en R™ es la envolvente convexa de la base canédnica, y que su
complejo de caras es isomorfo, como COPQ, al conjunto de todos los subconjuntos
de {1,...,n}, por la biyeccién que manda cada subconjunto a su envolvente convexa.

DEFINICION 16 ([28, pag. 19]). Sea K un complejo simplicial abstracto con vér-
tices V. Sea AV el simplice estindar en el espacio vectorial RV . La realizacién
geométrica canénica de K es el conjunto de caras de AV indexadas por los S € K.
La denotaremos AX.

Es decir, las categorias de complejos simpliciales abstractos y geométricos son
equivalentes. Nosotros trabajaremos normalmente en la primera, y usaremos la se-
gunda solo como ilustracién, mediante la realizacién canoénica.

El soporte de un complejo simplicial geométrico es la unién de todas sus caras.
Una esfera simplicial de dimensién d — 1 es un complejo simplicial (necesariamente
puro y de dimensién d — 1) cuyo soporte es homeomorfo a la esfera estandar

S i={(2y,...,mg) €RT: D af =1}

El complejo de caras propias de un politopo simplicial de dimensién d es una esfera
simplicial de dimensién d — 1. Por esta razén, en lo que sigue serd conveniente
denotar por d no la dimensién de nuestros complejos sino la «dimensién mas 1». De
este modo, ademas, en complejos puros, d es el nimero de vértices de toda faceta.

3.2. UN CAMBIO DE BASE CONVENIENTE. EL h-VECTOR

Al igual que lo definimos para politopos, el f-vector de un complejo simplicial de
dimensién d — 1 (geométrico o abstracto) es el vector (f_1, fo,..., fa—1) que cuenta
el niimero de caras de cada dimensién. Obsérvese que siempre tendremos f_; = 1.

Dado un k € {0,...,d}, un (d — 1)-simplice (geométrico) semiabierto de indice k
es un (d — 1)-simplice al que se le han quitado &k de sus caras de codimension 1 (es
decir, de dimensién (d —2)), y las caras contenidas en ellas. La Figura 6 muestra los
cuatro tridngulos semiabiertos posibles, de indices 0, 1, 2 y 3, respectivamente.
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Figura 6: Los tridngulos semiabiertos de indices 0, 1, 2 y 3 (el primero y el dltimo
son el tridngulo cerrado y abierto, respectivamente). Sus f-vectores son (1,3,3,1),
(07 17 27 1)7 (07 07 17 1)7 y (07 07 07 1)'

En un (d — 1)-simplice abstracto (o sea, un conjunto S de tamaifio d y todos sus
subconjuntos), la interseccién de k de sus (d—2)-caras (subconjuntos de tamafio d—1)
es siempre una cara R C S de tamano d—k. Por tanto, las caras que hemos eliminado
en el correspondiente simplice semiabierto son los R’ C S tales que RU R’ # S; las
que sobreviven son las que contienen a 7' := S\ R. Tomaremos esto como definicién
de simplice semiabierto abstracto:

DEFINICION 17. Un simplice semiabierto abstracto de dimension d — 1 e indice k
es el conjunto de caras de un (d — 1)-simplice S que contienen a cierta cara de
dimension d — k — 1. Dicha cara T es la cara fundamental del simplice semiabierto.
Denotaremos al simplice semiabierto abstracto como [T, S].?8

Llamamos caras de un simplice semiabierto a las caras del simplice original que
no se han eliminado, ya sea en el sentido geométrico o abstracto. Aunque no son un
complejo simplicial, podemos considerar su f-vector y es obvio que:

LEMA 18. El f-vector de un (d — 1)-simplice semiabierto de indice k es la fila d — k
del tridngulo de Pascal, precedida de ceros. Es decir:

0, si1 <k,
fi—1(o) = {(czl—llj) — (Cé:];)’ si1> k.

Véanse los ejemplos de la Figura 6, y obsérvese que solo el f-vector del simplice
cerrado tiene f_; = 1, porque es el tinico que conserva la cara vacia.

DEFINICION 19 ([28, pdg. 80]). Un complejo simplicial de dimensién d (geométrico o
abstracto) se dice particionable si se puede descomponer en d-simplices semiabiertos.
Llamaremos h-vector de una particion al vector (hg,...,hq) donde hy es el nimero
de d-simplices semiabiertos de indice k de la misma.

Veamos que el h-vector no depende en realidad de qué particién elijamos. Por el
Lema 18, conocido el h-vector de una particion, el f-vector del complejo es

" ld—k
fic1= E (dz>hk
k=0

Puesto que esta es la misma férmula (2) que relaciona el f-vector con el h-vector tal
como lo definimos en la introduccién, tenemos que el h-vector de cualquier particion
(si existe) no es mds que el h-vector del complejo simplicial [28, Prop. 111.2.3].

28Fsta notacién tiene la interpretacién de «intervalo» con respecto a la relacién de contenido: el
simplice abstracto es la familia de todos los conjuntos que contienen a T'y contenidos en S.
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EJEMPLO 20 (h-vector de un octaedro). Para particionar el octaedro, comenzamos
tomando un tridngulo cerrado, de indice 0. Tras esto podemos anadir sus tres vecinos,
con indice 1 porque comparten una arista con el primero y no comparten aristas
entre si. St vamos ahora a los vecinos de los vecinos, estos tienen indice dos porque
comparten dos aristas con lo que ya teniamos. Por ultimo, el tridngulo final tiene
indice tres. (Véase la Figura 7). El h-vector resultante es (1,3,3,1), que coincide
con la formula matricial

1 1 0 0 0 1
3] (-3 1 o0 of[s
3| 3 -2 1 0 12
1 -1 1 -1 1 8
5 4 8
2 7
6 3

Figura 7: Una particién, y descascaramiento, del octaedro. El primer tridngulo tiene
indice 0; los tres siguientes indice 1; los 5, 6 y 7, indice 2; el tridngulo 8 (que en la
figura aparece como la regién exterior) indice 3. El h-vector es (1,3,3,1).

EJEMPLO 21 (h-vector de un toro). Consideremos el toro triangulado dividiéndolo
primero en 9 cuadrados y luego cada cuadrado en dos triangulos, como se ve en la
Figura 8. Su f-vector es (1,9,27,18). Aplicando la definicion resulta que su h vector
es

ho 1 0 o0 0\ /1 1
m| [-3 1 o off[9o] |6
ol "3 —2 1 of 27| |12
hs -1 1 -1 1) \18 -1

Como hay entradas negativas, el complejo no es particionable.?? Esto puede sor-
prender al lector, pues la Figura 8 aparenta ser una particion de este complejo en 9
tridngulos de indice 1 y otros 9 de indice 2. El problema es que el complejo original
incluye a la cara vacia (como todo complejo), pero la particién no, porque la cara
vacia solo estd en simplices de indice cero. Esto se corresponde con que el h-vector

29E] reciproco no es cierto.
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que nos da la formula se puede escribir como

1 0 1
6| |o —3
2] o] 7| 3|’
~1 0 ~1

donde (1,—3,3,—1) es precisamente el h-vector que corresponde al f-vector (1,0,0,0),
o sea, al complejo que solo tiene a la cara vacia.?°

ANANAN
ANANAN
NN

Figura 8: Una triangulacién del toro con f-vector (1,9,27,18), y por tanto con
h-vector (1,6,12,—1). Que algin h; sea negativo implica que este complejo no es
particionable, a pesar de que la figura aparenta ser una particiéon en nueve tridngulos
semiabiertos de indice 1 y otros tantos de indice 2.

En el ejemplo del octaedro, la particién que usamos para calcular el h-vector
tiene la propiedad de que podemos ir anadiendo los simplices semiabiertos de uno
en uno y el resultado en cada paso intermedio es cerrado (es decir, un complejo
simplicial). Cuando esto ocurre decimos que el complejo es descascarable:

DEFINICION 22. Sea K un complejo simplicial (geométrico o abstracto) puro de
dimension d y con N facetas. Un descascaramiento de K es una ordenacion de sus
facetas, a las que denotamos o1,...,0n siguiendo ese orden, con la propiedad de
que: si para cada i = 1,..., N llamamos K; al complejo que usa las primeras k
facetas, se tiene que K;11 \ K; es un simplice semiabierto, para todo i.

Decimos que K es descascarable si admite algin descascaramiento.

Todo complejo descascarable es particionable, pero el reciproco no es cierto.3!
Usando la nocién de descascaramiento podemos ya demostrar que todo politopo
simplicial satisface las ecuaciones de Dehn-Sommerville, en dos pasos:

LEMA 23 ([30, Teorema 8.11]). El complejo de caras propias de todo politopo sim-
plicial P es descascarable.

30Este «h-vector de la cara vacia» admite una interpretacién de inclusién-exclusién. Si a un tridn-
gulo cerrado le sumamos los tres de indice dos (con una arista cada uno) las caras que obtenemos,
contadas con multiplicidad, son las mismas que si al tridngulo abierto le sumamos las tres de indice
uno, con la excepcién de la cara vacia que solo estd contenida en el cerrado.

31Por ejemplo, todo complejo descascarable ha de ser conexo, mientras que el complejo formado
por la unién disjunta del octaedro y el toro de los Ejemplos 20 y 21 es particionable.
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IDEA DE LA DEMOSTRACION: Sea £ un recta que corta P y suficientemente genérica.
Eso implica que ¢ corta al borde OP en puntos p y ¢ del interior (relativo) de sendas
facetas, y los hiperplanos afines que definen facetas de P cortan a ¢ en puntos
distintos. El descascaramiento consiste en recorrer ¢ desde p hasta ¢ a través del
infinito y ordenar las facetas segin atravesamos sus hiperplanos (véase la Figura 9).

En la primera mitad del recorrido, el complejo parcialmente construido es la
parte de 9P que vemos desde nuestra posicién en £. Es decir, cuando atravesamos el
hiperplano Hr que contiene una faceta F', anadimos al complejo el interior de F' y la
parte de OF que no veiamos antes de atravesar Hr, que es un simplice semiabierto.
En la segunda mitad del recorrido el complejo parcial es la parte de 0P que no
vemos y al atravesar un hiperplano Hp afiadimos al complejo («dejamos de very) el
interior de F' y parte de su borde, formando también un simplice semiabierto. [

Figura 9: Descascaramiento de un politopo simplicial mediante una recta genérica £
(Lema 23). Invirtiendo el orden del descascaramiento se obtiene otro descascara-
miento con h-vector inverso del primero (Lema 24).

LEMA 24 ([30, Teorema 8.11]). Toda esfera simplicial descascarable satisface las
ecuaciones de Dehn-Sommerville: hy, = hq_x para todo k.

IDEA DE LA DEMOSTRACION: Si el orden o1, ...,0n es un descascaramiento de una
esfera simplicial, entonces el orden contrario oy,...,o0; también lo es. Ademas, el
indice con el que anadimos cada o; en el primer caso y en el segundo son comple-
mentarios, porque las (d — 2)-caras de o; que ya estaban en el complejo al anadir o;
en el primero son exactamente las que no estaban al anadirlo en el segundo.

Esta propiedad es especialmente clara en el descascaramiento del lema anterior,
porque al invertir el orden se invierte también la nocién de «antes» y «despuésy, asi
como la de primera y segunda mitad del recorrido (véase de nuevo la Figura 9). O

4. EL ALGEBRA DE STANLEY-REISNER DE K

4.1. LA SUCESION Y LA SERIE DE HILBERT DE UN ALGEBRA, O DE UN IDEAL

Un dlgebra sobre un cuerpo K es un conjunto que es a la vez anillo y K-espacio
vectorial (con ciertos axiomas naturales). Es N-graduada [12, Def. 1.7.1] o, para
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nosotros, graduada a secas,>?

directa

si se descompone (como K-espacio vectorial) en suma

A=Pa;
€N
cumpliendo (como anillo) que A; - A; C A;4; para todo i, j.

Nuestras &dlgebras graduadas serdn siempre estindar [13, Def. 4.1.3], es decir:
conmutativas, con Ay = K, y generadas como algebras por una cantidad finita de
elementos de grado uno. La finitud implica que cada A; tiene dimension finita como
K-espacio vectorial y podemos definir la sucesién de Hilbert33 de A como la sucesion
(Hi(A))iEN con

Toda algebra graduada estdndar es isomorfa a un cociente A = K[x]/I del anillo
de polinomios por un ideal homogéneo I, y viceversa. El propio I que define el dlgebra
se descompone también como suma directa de sus partes homogéneas, I = @,y I,
las cuales son K-espacios vectoriales de dimensién finita. Tenemos por tanto una

sucesion de Hilbert del ideal. Se tiene entonces que, como espacios vectoriales,

de modo que

Hi(A) = Hi(K[x]) — Hi(I).
EjempLo 25. K[x]| = Klz1,...,2,] es un dlgebra graduada estindar con respecto
al grado total. El espacio K([x]; de polinomios homogéneos de grado i estd generado
como espacio vectorial por los monomios de grado i en n variables y el nimero de
tales monomios es el nimero de combinaciones con repeticion de n elementos (las
variables) tomados de i en i. Por tanto:

(51x) = dime ) = (" 717,

EJEMPLO 26. Sea I el ideal generado por un cierto monomio m de grado k. El
numero de monomios de grado i del ideal, o sea, de mailtiplos de m, es, por la
misma cuenta del Ejemplo 25,

) =i = ("7 7).

i—k
Es muy conveniente representar la sucesion de Hilbert por su funcion generatriz,
es decir, la serie de potencias en una variable ficticia (por ejemplo t) cuyos coeficientes

son los términos de la sucesién. La denotaremos por Hilb4(t) y se conoce como la
serie de Hilbert de A, o de I [13, Sec. 5.2.B], [28, Def. 1.2.1]. Es decir:

Hilba(t) := i H;(A)t',  Hilbs(t) := i H; (D)t
i=0 1=0

32Ge definen 4lgebras graduadas més generales sustituyendo N por otros semigrupos o monoides.
33FEs también habitual (sobre todo cuando se estudian graduaciones sobre semigrupos distintos
de N) llamarla funcién de Hilbert [13, Ch. 5], entendiéndola como la aplicacién ¢ — H;(A).
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Esta expresion debe entenderse como un objeto puramente algebraico (una serie de
potencias formal) aunque a veces tiene un significado también como funcién de .

La serie de Hilbert de todo ideal en K[x] y de toda dlgebra graduada estandar se
pueden reescribir como cociente de dos polinomios con un denominador de la forma
(1 — t)4 para algin d < n [13, Th. 5.2.20], [28, Th. 1.2.3].

EJEMPLO 27. En el caso del anillo K[x] tenemos que3*

Hilby () = i (” *; - 1)# . i(ni(i”)ti ()= ﬁ

i=0 i=0

Del mismo modo, cuando I estd generado por un solo monomio, de grado k, tenemos
que
K t
Hilb;(t) = t" Hilbg,(t) = .
1 I() 1 K[]() (1_t)n

4.2. EL ANILLO DE STANLEY-REISNER DE UN COMPLEJO SIMPLICIAL

La mayoria de los lectores estaran familiarizados con la dicotomia dlgebra-geome-
tria que es la base de la geometria algebraica. Una variedad algebraica X C K¢ es un
subconjunto que se puede escribir como los ceros comunes de un conjunto finito de
polinomios en K[x], y, para estudiar X, pasamos al dlgebra y estudiamos el ideal Ix
formado por todos los polinomios que se anulan en X, asi como su algebra cociente
Ax := K[x|/Ix. Si, ademds, Ix es un ideal homogéneo (por ejemplo, si en vez de
variedades afines consideramos variedades proyectivas), el dlgebra Ax es graduada.

Esta dlgebra Ax := K[x|/Ix tiene una interpretacién como anillo de funciones
polinémicas en X: cada polinomio ¢ € K[x] define una funcién polinémica x € X
¢(x) € K, y los elementos del ideal Ix son exactamente los polinomios que, como
funciones en X, se anulan. Es decir, I'x es el ntcleo del homomorfismo

K[x] — {funciones polinémicas X — K}.
Por el primer teorema de isomorfismo, se tiene entonces que
Ax = K[x]/Ix = {funciones polinémicas X — K}.

Vamos a aplicar esta misma filosofia a complejos simpliciales. Recordemos que a
todo complejo simplicial K con n vértices le asociamos su realizacién canénica AK
en R™ (Definicién 16). Denotaremos como |AX| C R™ el espacio subyacente a esa
realizacién. Se tiene que

|AK] = A" N {x € R™ : soporte(x) € K},

34En este célculo hemos usado la definicién del coeficiente binomial ( ”) con i,n € N como

7

—n —n(-n—-1)(-n—-2)...(—m— (i —1 gm+i—1
() = HEADER=D. G iy

b
il i

asi como la férmula del binomio de Newton: (1 +a)™"™ = ZO (_.n)ai.
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donde A" ={x e R":> x; =1, x1,...,x, > 0} es el simplice estdndar y llamamos
soporte de un vector x € K™ a su conjunto de coordenadas no nulas. De ese modo,
decir que soporte(x) € K para un x € A” es lo mismo que decir que x estd un una
cara de A™ que aparece en el complejo K (o en su realizacién geométrica AK).

La realizacién A¥ solo tiene sentido de manera natural sobre el cuerpo R, pero el
segundo conjunto lo podemos definir sobre cualquier cuerpo. Lo denotaremos |AK [iin
y lo llamaremos la realizacion lineal de K:

|AR |, = {x € K™ : soporte(x) € K} .

Se trata de una variedad algebraica, porque es una unién de subespacios lineales de
coordenadas. Como tal, podemos definir su ideal y su dlgebra asociada. Dado un
S C [n] denotaremos

XS = H X;.

=r
DEFINICION 28 ([28, Def. 11.1.1]). Sea K un complejo simplicial (abstracto) con n
vértices. El ideal de Stanley-Reisner de K sobre el cuerpo K es el ideal monomial
Ix generado por los monomios x° con S ¢ K. El &lgebra de Stanley-Reisner Ag
es el dlgebra cociente R[x]/Ik.

PROPOSICION 29. Si K es un cuerpo infinito, I es el ideal asociado a la variedad
algebraica |AX |yi,. Es decir:

IAK | = {x € K" : ¢(x) =0 Vo € Ik}, Ix = {p € K[x]: p(x) =0 Vx € |AK|;,}.

DEMOSTRACION. La primera igualdad es inmediata de las definiciones.

Para la segunda: Si m es un monomio de I, para todo x € \AK|1in tenemos que
alguna coordenada nula de x se usa en m y, por tanto, m(x) = 0. Reciprocamente,
veamos que si ¢ es un polinomio que contiene algiin monomio x° con S € K,
entonces ¢ no se anula en todo |AK llin- Podemos entender x° como una funcién en
el subespacio K* definido por esas coordenadas, el cual estéd contenido en |AK|y,.
Restringido a K, ¢ es un polinomio en las variables S, porque los monomios que
usan alguna otra variable se anulan. El tnico polinomio en las variables S que se
anula en todo K es el polinomio 0. (Esto es lo que serfa falso en un cuerpo finito). [

Es decir, si K es infinito el dlgebra de Stanley-Reisner Ax := K[x]/Ix es el anillo
de coordenadas de la realizacion lineal |AK l1in- Podemos incluso relacionar Ax con
la realizacién geométrica canénica AX:

COROLARIO 30. Tomando K = R, Ik es el ideal generado por los polinomios ho-
mogéneos que se anulan en AK.

DEMOSTRACION. Queremos ver que si ¢ € R[x] se anula en | A% | pero no esté en I,
¢ no puede ser homogéneo. Como ¢ ¢ Ik, uno de los monomios de ¢ tiene soporte
contenido en una cara S € K. Restringiendo ¢ a las variables S (o sea, haciendo cero
las demds) tenemos un polinomio ¢|g € R[x; : i € S]\ {0} que se anula en todo el
simplice A® y, por tanto, en todo el hiperplano de {3, s ; = 1} C R®. Eso implica
que ¢|s es miltiplo de ), g x; — 1, con lo cual no puede ser homogéneo. O
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Aunque es bueno tener en mente esta interpretacion geométrica de Ix y Ag,
todo lo que decimos a continuacién es valido sobre cuerpos arbitrarios.

La siguiente descripcion explicita de Ag es inmediata a partir de la definicién, y
con ella podemos ya demostrar el Teorema 3.2.

LeEMA 31. Fl dlgebra Ag estd generada como espacio vectorial por los monomios
con soporte en K (o sea, los monomios x° con soporte(S) € K ) y tiene el producto
natural:

x%1+52 g soporte(S; U Sy) € K,

0 S1 no.

xN1x52 =

TEOREMA 32 ([28, Th. I1.1.4]). Para todo complejo simplicial K puro de dimension
d—1 se cumple

(1)
1-t0

donde h(t) = ho + -+ hqt? es el h-vector de K escrito como polinomio.

Hilb(Ax) =
35

DEMOSTRACION. Supongamos primero que K es particionable, es decir, AK es
unioén disjunta de ciertos simplices semiabiertos que denotamos o1, ...,on. Recuér-
dese que, desde el punto de vista abstracto, cada simplice semiabierto se escribe
como un intervalo [T}, S;], donde S; es el conjunto de vértices del correspondiente
simplice cerrado y T; el de la cara mas pequefia contenida en ;.

Con esta notacién, diremos que un monomio m tiene soporte en o; si su soporte
estd contenido en S; y contiene a T;. Se tiene entonces que:

= Cada monomio con soporte en K tiene soporte en uno y solo uno de los sim-
plices semiabiertos ;. Como los monomios con soporte en K son una base
de Ax como K-espacio vectorial (Lema 31), tenemos A descompuesto como
suma directa de los espacios vectoriales A,, generados por los monomios con
soporte en o;. Véase una ilustracién de esta descomposicién en la Figura 10.

= Como vimos en los Ejemplos 26 y 27, el nimero de monomios de grado k con

soporte en o; es (d+Z:I?’}71) y su serie de Hilbert es3%

1T

Hilb(A,,) = a7

= Como la serie de Hilbert es aditiva por suma directa y hy simplemente cuenta
cuantos T; tienen tamano k, concluimos que

iv: 1Tl _h0+...+hdtd

N
Hﬂb(AK) = ZHllb(Aol) = (1 — t)d - (1 _ t)d

i=1

35Pero obsérvese que aqui lo escribimos en orden inverso al utilizado en la nota 4 de la pagina
169.
36En los Ejemplos 26 y 27 pensdbamos en ese conjunto de monomios como el ideal generado por

i . . . . .
xT". Aqui pensamos en él como base de un subespacio vectorial de nuestra algebra.
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Figura 10: Tlustracién del Teorema 32 en el caso particionable, con el complejo
K = {12,13,23} (el borde de un tridngulo). A la izquierda, la realizacién canénica
del complejo en R*, mostrando una particién en la que 12 tiene indice 0; 23 tiene
indice 1 (se elimina el vértice 2); y 13 tiene indice 2 (se eliminan los dos vértices).
A la derecha, la correspondiente particiéon del conjunto de monomios de Ax, que
descompone a Ax como suma directa de K[z1, x2], 23K[z2, 23] v z123K][z1, 23]. Las
series de Hilbert de los sumandos son 1/(1—1)2, t/(1 —t)?* y t*/(1 —t)?, con lo cual
la serie de Hilbert de Ax es (1 +t+t2)/(1 —t)?, como afirma el teorema.

El argumento se extiende a complejos que no sean particionables porque no
estamos usando ninguna propiedad algebraica, sino simplemente «contando mono-
miosy». Estas cuentas funcionan también si en vez de uniones disjuntas de simplices
semiabiertos usamos argumentos de inclusién-exclusién como hicimos al calcular «el
h-vector del simplice vacio» en el Ejemplo 21.37 O

En el caso particionable esta demostracién nos da el siguiente resultado mucho
maés explicito, en el que para cada S C {1,...,n} denotamos K[S] := K[z, : j € S].

COROLARIO 33. Si K es un complejo puro particionable con facetas Sy,...,Sn y si
T, C S; denota la cara minimal del correspondiente simplice semiabierto, se tiene

N
Ak = Px"KSi].
=1

Al monomio x”# lo llamaremos el monomio fundamental del simplice semiabierto.

4.3. EL COCIENTE ARTINIANO Ak /©, EN EL CASO DESCASCARABLE

Sea K de nuevo un (d — 1)-complejo puro con n vértices, pero supongamos ahora
que K es descascarable. Es decir, podemos ordenar sus facetas como Si,...,Sny C
{1,...,n} de modo que en cada una tenemos un subconjunto 7; C S; con la pro-
piedad de que los subconjuntos de S; no contenidos en ningiin S; con j < ¢ son,
precisamente, los del intervalo [T, S;].

37No necesitamos hacer las cuentas; basta entender que la expresién de inclusién-exclusién que
obtendremos en el lado del complejo simplicial es exactamente la misma que la que en el lado de los
monomios, porque los monomios con soporte en K son los puntos enteros no negativos de |AK [1in
(realizado sobre R). Véase de nuevo la Figura 10.
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Consideremos un conjunto © = {61, ...,6,} de d funciones lineales en K" «sufi-
cientemente genéricas».?® La propiedad explicita que necesitamos es que, para todo 3,

O restringido a K% = K% es base de las funciones lineales en K. (4)
Denotemos por K[O] = K]z, ..., z4] la K-dlgebra generada por ©. Gracias al des-

cascaramiento podemos reescribir el Corolario 33 como:

PROPOSICION 34. Si K es un (d—1)-complejo puro y descascarable y © un sistema de
d funciones lineales que satisface la condicion (4), entonces Ax es un K[O]-mddulo
libre generado por los monomios fundamentales del descascaramiento. Es decir:

N
Ax = Px"Ko)].
1=1

DEMOSTRACION. Por induccién sobre N. Si N = 1, entonces K es el simplice S7 (y
todas sus caras) y tenemos que Ax = K[S;] = K[O], y T} = 0, asi que x™* = 1.

Para el paso inductivo, sea K’ el complejo formado por las N — 1 primeras facetas
del descascaramiento, de modo que K = K’ U [Ty, Sy]. Por el Corolario 33,

AK = AK/ @ XTNK[SN]

Supongamos sin pérdida de generalidad que Sy = {1,...,d}. Como O es base
de las funciones lineales en K~ y K[O] depende solo del espacio lineal generado por
© y no de los 6; especificos, podemos suponer que

0121'14-9;, 7::17...,d,

donde 6} son funciones lineales en las variables {Zg41,...,2,}. Despejando z; =
6; — 0} podemos reescribir (de manera tnica) cada ¢ € K[Sy] como ¢e + ¢’ donde
po €K[O]y ¢ € (z441,-..,2n). Pero entonces

x™V¢ =x" g +x"V¢' = x e, (5)

donde en la segunda igualdad usamos que x™~ x; es cero (en Ak ) para todo j € Sy,
yva que toda cara de K que contiene a T estd contenida en Sy.

La ecuacién (5) nos dice que x'¥K[Sy] = xT¥K[O] y, usando la hipétesis de
induccién, tenemos que:

N-1 N
A = A ®x™VK[Sy] = (@ xTiK(®)> o xINK[O] = @xTiK((a). O
=1 =1

En el siguiente resultado, si H(t) = >,y hit' y G(t) = >,y git" son dos series
de potencias formales, escribiremos H < G queriendo decir «h; < g; para todo i».

38Para un cuerpo finito este conjunto puede no existir, pero para K infinito siempre existe: Si
pensamos en © como una matriz de tamafio n X d cuyas columnas son los 6;, la condicién (4) se
traduce en que los menores d X d de © que corresponden a facetas de K sean no nulos. Si K es
infinito se puede construir una matriz en la que todos los menores sean no nulos.
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LEMA 35 ([28, Lem. II1.2.6]). Sea A = ZieN A; un dlgebra graduada estandar, y sea
0 € Aj. Entonces,
Hilb 4 (¢)(1 — t*) < Hilb 4 /g)(t).

La igualdad se da para todo i si, y solo si, @ no es un divisor de cero en A.

DEMOSTRACION. Es claro que hasta grado k—1 las dos series coinciden. Para i > k,
el término de grado i en el lado de la izquierda es dimg(A4;) — dimg(A;—) y en el
lado de la derecha es dimg(A;) — dimg (6);. Por tanto, la desigualdad se sigue de

dimg (0);—r < dimg (A4;—x),

lo cual es obvio: todo elemento de grado i de () es el producto de 6 por un elemento
de grado i — k. Ademas, la desigualdad es estricta para algun 7 si, y solo si, algin
elemento de A; . se hace cero al multiplicarlo por 6. O

Estamos ya en disposicién de demostrar una version explicita del Teorema 3.3:

COROLARIO 36 ([28, Th. II1.2.5]). Si K es un (d —1)-complejo puro y descascarable
y © un sistema de d funciones lineales con la condicion (4), entonces los mono-
mios fundamentales del descascaramiento son una base de Ak /(©) como K-espacio
vectorial.

En particular, Hilb 4, o) (t) = ho + -+~ hat?, con (ho,...,hq) el h-vector de K.

DEMOSTRACION. La Proposicién 34 demuestra que los monomios fundamentales son
sistema generador. Por tanto

Hilb 4, o) (t) < ho + -+ + hat®.

Por otro lado, aplicando iterativamente el Lema 35 a las funciones 6; € (Ag)1, el
Teorema 32 nos da la desigualdad contraria

HﬂbAK/(@) (t)>ho+---+ hdtd. (6)
Esto implica la igualdad y nos asegura que el sistema generador ha de ser base. [

OBSERVACION 37. El Corolario 36 demuestra indirectamente que si K es descasca-
rable existen 0y, ...,04 de grado uno en Ak tales que para cadai=1,...,d se da la
igualdad en la ecuacion (6), es decir, en el Lema 35 al aplicarlo al elemento 0; del
dlgebra Ak /(01,...,0;—1). Como vimos en aquel lema, la igualdad implica que 6; no
es divisor de cero en Ay /(01,...,0;-1).

Cuando © = {01,...,04} tiene esta propiedad y Ak /(©) es finita, se dice que ©
es una sucesion regular y que Ax es Cohen-Macaulay [28, Def. 1.5.8, Th. 1.5.9].

Concluimos por tanto que:

COROLARIO 38. [28, Lem. II1.2.4] Todo complejo descascarable es Cohen-Macaulay
sobre cualquier cuerpo infinito. Como sucesion reqular se puede tomar cualquier
conjunto de d elementos de grado 1 en Ag con la propiedad de que sean una base al
restringidos a K para cada faceta S de K.
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