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Hipersuperficies complejas completas en la bola de C”
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RESUMEN. En este articulo discutimos el problema de Yang sobre la existen-
cia de subvariedades complejas completas y acotadas en los espacios euclideos
complejos, con énfasis en las hipersuperficies propias (topolégicamente cerra-
das) de la bola unidad de C™, n > 2, que disfrutan estas propiedades.

1. EL PROBLEMA DE YANG

En 1977, Paul Yang propuso la siguiente cuestién sobre subvariedades complejas
del espacio euclideo complejo [33, p. 135, Question II]:

PROBLEMA 1.1. ;Egziste una subvariedad compleja ¢ : M* — C" (1 < k < n) que
sea completa y tenga imagen acotada?

La completitud es la condicién méas natural a imponer en una variedad riemannia-
na cuando se quiere estudiar sus propiedades globales; es el corazon de la geometria
global. Recordemos que una subvariedad diferenciable inmersa ¢ : M — R” es
completa si la métrica riemanniana ¢*g inducida en M por la métrica euclidea g
en R™ a través de ¢ es completa: las geodésicas en (M, p*g) estdn definidas para
todo tiempo. Por el teorema clasico de Hopf-Rinow, esto es equivalente a que el
arco ¢ o : [0,1) — R™ tenga longitud euclidea infinita para todo arco divergen-
te v : [0,1) — M. Toda variedad riemaniana compacta es completa, por lo que el
analogo en el caso diferenciable real al problema 1.1 es completamente trivial: por
ejemplo, la esfera S*~! C R” es una subvariedad completa. Tampoco es dificil cons-
truir subvariedades diferenciables completas y acotadas en R™, n > 2, que no sean
compactas; animamos al lector a encontrar sus propios ejemplos.

Recordemos que una wvariedad compleja de dimensién (compleja) n € N no es
més que una variedad topoldgica de dimensién (real) 2n provista de un atlas com-
plejo: los cambios de cartas son biholomorfismos entre dominios del espacio euclideo
complejo C™. Si bien todos los conceptos usuales en el estudio de variedades dife-
renciables (subvariedad, aplicacién diferenciable entre variedades, diferencial de una
aplicacion, espacio tangente, etc) se definen de forma anédloga en el caso complejo (y
hablamos de subvariedad compleja, aplicacién holomorfa entre variedades complejas,
etc), la mayor rigidez del andlisis complejo con respecto al real hace que la geometria
de las subvariedades complejas y las reales en el espacio euclideo sean muy distintas.
Por ejemplo, el principio del méximo para funciones holomorfas impide la existencia
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de subvariedades complejas compactas en C", lo que dota de sentido y motiva el
problema planteado por Yang. Otra diferencia significativa es que el famoso teorema
del embebimiento de Nash (el de la pelicula), al efecto de que toda variedad dife-
renciable es difeomorfa a una subvariedad propiamente embebida de algin espacio
euclideo, no admite andlogo en el caso complejo. Asi, una variedad compleja se dice
de Stein si es biholomorfa a una subvariedad compleja y cerrada (esto es, propiamen-
te embebida) de C™ para algin n € N. Las variedades de Stein son de gran interés
en geometria compleja porque, en pocas palabras, disponen de muchas funciones
holomorfas, tantas que disfrutan de buenas teorias de aproximacion e interpolacién.
El propio C" y la bola unidad B,, = {z = (21,...,2,) € C" : |z] < 1} C C™ son
ejemplos de variedad de Stein. Una superficie de Riemann o curva compleja (es de-
cir, una variedad compleja de dimensién 1) es de Stein si y solo si es abierta (no
compacta). Referimos a [20] para un manual sobre variedades de Stein.

Volviendo al problema 1.1, la principal motivacién de Yang para proponerlo fue
que una respuesta afirmativa demostraria la existencia de subvariedades complejas
completas M* — C?" con curvatura seccional holomorfa estrictamente negativa [34].
Por otro lado, como las subvariedades complejas de C™ son minimas (esto es, puntos
criticos del funcional volumen; véanse, por ejemplo, [27, 16] para una introduccién
a este tema cldsico pero de mucha actualidad), el problema de Yang también estd
conectado con el de Calabi-Yau, que se remonta a unas conjeturas planteadas por
Calabi en 1965 [26, p. 170] sobre la existencia de hipersuperficies minimas, completas
y acotadas en R™ (n > 3); referimos a [6, §7] para una discusién sobre este tema. No
obstante, el problema de Yang para subvariedades complejas se ha convertido en un
foco activo de investigacién por derecho propio, habiendo recibido un buen nimero
de contribuciones relevantes en la tltima década. En este articulo discutimos con un
animo divulgativo la historia y algunos avances recientes en este problema, poniendo
el énfasis en la construccién de Globevnik en 2015 de una hipersuperficie compleja
completa y cerrada de la bola B,, C C™ [22]. Referimos a [2] para una discusién més
completa, detallada y técnica sobre el problema de Yang.

2. PRIMEROS EJEMPLOS

La primera respuesta afirmativa al problema 1.1 se debe a Jones [23], quien
en 1979 demostr6 la existencia de una inmersién holomorfa completa y acotada
D ={(eC:|[¢ <1} - C? un embebimiento holomorfo completo y acotado
D — C? y un embebimiento holomorfo completo y propio D < B,. Los ejemplos de
Jones son por tanto discos complejos, su topologia es trivial. Hubo que esperar mas
de tres décadas para la apariciéon de ejemplos méas complicados: Martin, Umehara
y Yamada en [28] y Alarcén, Forstneri¢ y Lépez en [3, 9] construyeron inmersiones
holomorfas completas y propias M — By y embebimientos holomorfos completos
y propios M — B3, para familias generales de superficies de Riemann abiertas M,
incluyendo ejemplos con topologia arbitraria (posiblemente infinita) y con control de
la estructura compleja. Los primeros ejemplos de dimensién més alta (que no sean
curvas complejas) fueron proporcionados por Drinovec Drnovsek [18], quien en 2015
establecié la existencia de embebimientos holomorfos completos y propios By — B,
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siempre que la codimensién n — k > 1 fuera suficientemente grande. Por supuesto,
ninguno de estos ejemplos es explicito.

Estas construcciones, si bien son muy diferentes entre si al estar basadas en herra-
mientas muy distintas, responden todas ellas a la misma idea subyacente. Pensemos
primero en el caso diferenciable real y supongamos que tenemos, por ejemplo, una
superficie completa en R? y queremos deformarla sin perder la completitud para
meterla dentro de una bola. Si imaginamos nuestra superficie como un folio infinito,
lo primero que se nos ocurre es aplastarlo para convertirlo en una bola de papel
iproblema resuelto! En efecto, este tipo de deformacién preserva tanto la estructura
diferenciable de la superficie (siempre que la suavicemos donde aparezcan picos) co-
mo la métrica intrinseca, por lo que la superficie resultante sigue siendo completa.
Sin embargo, si volvemos al ambiente complejo y empezamos con una subvariedad
compleja en C", resulta que una deformaciéon tan salvaje destruye la estructura com-
pleja de la subvariedad, que deja inmediatamente de ser holomorfa. La idea que si
funciona en ambiente complejo es empezar con una subvariedad compleja compacta
y con borde (luego acotada) e ir deformandola cerca del borde en un proceso recur-
sivo para aumentar su didmetro intrinseco, hasta hacerlo infinito en el limite, sin
que crezca demasiado su didmetro extrinseco, para mantenerla acotada. Con mas
precision, supongamos por ejemplo que en el paso j € N de la inducciéon tenemos
una inmersién holomorfa X;_1 : D ={¢ € C: [¢| < 1} — C" cuya imagen X,;_1(D)
estd contenida en la bola euclidea R;_1B,, = {z € C" : |z| < Rj_1} C C" de centro
el origen y radio R;_; > 0. Si le aplicamos una deformacién que sea pequeiia en el
compacto (1 —¢;)D C D y mueva cada punto z del borde X;_1(bD) una distancia
de aproximadamente 1/j en una direccién perpendicular al vector de posicién de
en C™, obtenemos una nueva inmersién holomorfa X; : D — C" tal que

. ‘Xj — Xj_1| < €5 en (1 — Gj)ﬁ c D,
» la distancia en (D, X 7g) desde 0 € D hasta el borde bD se ha incrementado
aproximadamente 1/ con respecto a dicha distancia en (D, X 719) Y

= por el teorema de Pitdgoras, la subvariedad compleja imagen X; (D) esté con-

tenida en la bola R;B, con R; = /R5 | +1/j2.

Véase la figura 1. Como
1 1
o=y D<o (1)
=Y =)

si repetimos este proceso recursivamente de forma adecuada con una sucesién de
nimeros positivos {¢;} N\, 0 que decrezca suficientemente réapido, obtenemos en el
limite una inmersiéon holomorfa

X=1lim X;:D=|J(1-¢)D—C"

Jj—oo ;
JjEN

cuya imagen estd contenida en la bola de radio R = lim;_, R; < oo y tal que la
longitud de las curvas divergentes en (D, X*g) es infinita, esto es, X es completa.
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Figura 1: El problema de Yang y el teorema de Pitdgoras.

Diferentes herramientas y variaciones de estas ideas dan lugar a los resultados en
[23, 28, 3, 9, 18] anteriormente mencionados.

3. CURVAS EMBEBIDAS EN LA BOLA DE C?

El problema 1.1 es significativamente mas dificil cuando consideramos subva-
riedades embebidas en codimensién baja, siendo el caso més complicado el de hi-
persuperficies complejas embebidas, es decir, cuando £k = n — 1 y no permitimos
autointersecciones. El principal motivo es que, si bien las subvariedades complejas
de dimensién k£ € N en C" son genéricamente embebidas si n > 2k + 1, las autoin-
tersecciones de dichas subvariedades son estables si n < 2k, es decir, no desaparecen
con deformaciones pequenas. Esto ocurre de forma anéloga en ambiente real: si pen-
samos, por ejemplo, en una curva en R? que tenga un punto de autointerseccién
transverso, es evidente que no podemos deshacernos de él con deformaciones peque-
flas de la curva, mientras que sf podemos hacerlo trivialmente si la curva vive en R3.
Notemos que los ejemplos de Jones [23], Alarcén, Forstneri¢ y Lépez [3, 9], y Dri-
novec Drnovsek [18] anteriormente mencionados son embebidos solamente cuando
n > 2k + 1, es decir, cuando el embebimiento viene gratis por ser la codimensién
suficientemente grande.

El problema de Yang para curvas complejas embebidas en C? fue finalmente
resuelto por Alarcén y Lopez en un articulo publicado en 2016.

TEOREMA 3.1 ([10]). En la bola By de C? existen curvas complejas completas y
propiamente embebidas.

La herramienta principal para la demostracion es la teoria de aproximacién para
funciones holomorfas en superficies de Riemann y es mucho mas elaborada que las
construcciones previas. Para explicar las ideas que estan detras de la demostracién,
supongamos que tenemos una curva compleja Z, compacta y con borde, contenida
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en una bola RBy de C2, R > 0, de forma que el borde bZ de la curva cae en la
esfera borde RS? = {z € C? : |z| = R} de la bola y la interseca de forma transversa.
Dado un natural j € N, el primer paso es encontrar una familia finita de bandas
en C?> = R* (una banda es el dominio comprendido entre dos hiperplanos afines
reales paralelos) cuya union H cumple que bZ C H y la longitud de todo arco en H
que conecta la esfera RS® con la esfera (R + 1/5%)S® es grande en cierto sentido
preciso, digamos del orden de 1/5; véase la figura 2, izquierda. Esto puede conseguirse
con trigonometria bésica. En el segundo paso de la demostraciéon, deformamos la

—

Figura 2: Pasos en la demostracién del teorema 3.1.

curva compleja Z cerca del borde para llevarlo a la esfera (R + 1/52)S? a través
de la unién de bandas H (véase la figura 2, centro); esta es la parte dificil de la
demostracién. Este proceso produce con toda probabilidad autointersecciones en la
nueva curva compleja (compacta y con borde) Z. Finalmente, aplicamos una cirugia
a Z consistente en sustituir cada autointerseccién por un pequeiio cilindro (figura 2,
derecha), con lo que podemos suponer que A sigue siendo embebida. Esto es de
nuevo facil, aunque usa un teorema clésico de Serre [30] que implica que toda curva
compleja propiamente embebida en la bola By C C? es el conjunto de ceros de una
funcién holomorfa en Bs. Resumiendo, al pasar de Z a Z hemos incrementado el
didmetro extrinseco de nuestra curva compleja en 1/j2 mientras que el intrinseco
ha crecido del orden de 1/j. Si repetimos este procedimiento de forma adecuada
en un proceso recursivo, nuevamente Pitagoras estd de nuestra parte y en el limite
encontramos una curva compleja completa y propia en una bola de C?; véase la
ecuacién (1). Y como esta curva es limite de curvas complejas embebidas, si las
aproximaciones son suficientemente préximas en cada paso, también serd embebida.

Este método utiliza de forma fuerte la teoria de superficies de Riemann y no fun-
ciona en dimensiones mas altas, por lo que el problema de Yang para hipersuperficies
embebidas en C™ quedaba abierto para todo n > 3.

4. HIPERSUPERFICIES EMBEBIDAS EN LA BOLA DE C"

El paso de gigante en la comprensiéon del problema de Yang para hipersuper-
ficies embebidas lo dio Globevnik en un articulo publicado en 2015 en Annals of
Mathematics, donde establecié una solucién positiva en dimension arbitraria.
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TEOREMA 4.1 ([22]). En la bola B,, de C™, n > 2, existen hipersuperficies complejas
completas y propiamente embebidas.

La demostracion de Globevnik es totalmente diferente a cualquier construccién
previa en relaciéon al problema de Yang. Sus ejemplos, en lugar de a través de in-
mersiones o embebimientos, se obtienen de forma implicita como conjuntos de nivel
de funciones holomorfas en la bola. La idea es la siguiente: en un primer paso de la
demostracién, se construye una suerte de laberinto L = J i>1 L; de subconjuntos
compactos en B,,, de forma que cada pieza L; del laberinto es un dominio compacto
en un hiperplano real (véase la figura 3). El laberinto consiste en infinitas piezas que

|F|>|2

\ \
\ IFI> 7\
\ O\ ‘\\

Figura 3: Demostracion del teorema 4.1.

se acumulan en el borde de la bola y tiene la propiedad de que todo arco divergente
v :[0,1) = B,, cuya imagen no corte a L (o corte tinicamente a una cantidad finita
de piezas) tiene longitud infinita. Esto sin més es facil de conseguir, lo meritorio
es que, ademas, L es tal que, en el segundo paso de la demostracién, es posible
encontrar una funcién holomorfa F' : B, — C de forma que, ordenando las piezas
Ly, Lo,... del laberinto de manera adecuada, tenemos que |F'| > j en L; para todo
j > 1 (figura 3). Observemos finalmente que si consideramos un conjunto de nivel
no vacio F~1(¢) ¢ B, ¢ € C, de F, que es una hipersuperficie compleja cerrada
(posiblemente con singularidades) de B,,, resulta que todo arco divergente en F'~1(()
también diverge en B,, y solo interseca a una cantidad finita de piezas de L, por lo
que tiene longitud euclidea infinita. Tenemos por tanto que F~1(¢) es completa. Por
el teorema de Sard, casi todos los conjuntos de nivel de F' son regulares, luego hiper-
superficies complejas propiamente embebidas en B,,. Esto demuestra el teorema 4.1,
pero mucho més, ya que los conjuntos de nivel F~1(¢), ¢ € C, de F determinan una
foliacién de la bola por hipersuperficies complejas todas ellas completas.

TEOREMA 4.2 ([22]). Existe una funcién holomorfa no constante F : B, — C,
n > 2, cuyos conjuntos de nivel F~1((), ¢ € C, son todos completos. En particular,
la bola B,, admite una foliacion holomorfa por hipersuperficies complejas completas
y propias (posiblemente con singularidades).
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Dedicaremos el resto de esta seccién a esbozar la prueba del teorema 4.2. La
herramienta principal en el segundo paso de la misma es la teoria de aproximacién
para funciones holomorfas en variedades de Stein (recordemos que B,, es de Stein).
Esto se sustancia en el teorema de Oka-Weil, que data de los afios 1930 y generaliza
el teorema de Runge de 1885 para funciones holomorfas en C [29].

TEOREMA 4.3 ([20, teorema 2.3.1)). Sean X una variedad de Stein, K C X un sub-
conjunto compacto y holomorficamente convezxo, y h : U — C una funcion holomorfa
definida en un entorno U de K en X. Entonces, para cada € > 0 existe una funcion
holomorfa h: X — C tal que |h(z) — h(z)| < € para todo = € K.

Resulta evidente que para poder usar este resultado en la construccién de la
funcién holomorfa F' en la segunda parte de la demostracién del teorema 4.2, habra
que construir el laberinto L en la primera parte teniendo buenas propiedades de
convexidad holomorfa. Esto es precisamente lo que dificulta su construccién.

4.1. CONVEXIDAD HOLOMORFA Y POLINOMICA

Recordemos como motivacién que un compacto K en R"™ es (geométricamente)
convero si'y solo si para todo punto ¢ € R™\ K existe un hiperplano afin H C R™ que
separa ¢ de K, en el sentido de que g y K se encuentran en distintas componentes
conexas de R™ \ H. Esto es equivalente a que exista una funcién afin f : R* — R
(dependiendo del punto q) tal que f(q) > max{f(p): p € K}, puesto que entonces
H = f~1(t) separa q de K para cualquier t € R con méx{f(p) :p € K} <t < f(q).

De forma andloga, decimos que un compacto K en una variedad de Stein X es
holomdrficamente convezo si todo punto x € X \ K puede separarse de K por un
conjunto de nivel del médulo de una funcién holomorfa en X, esto es, existe una
funcién holomorfa F': X — C (que depende del punto z) tal que

[F ()| > max{|F(y)| : y € K}

De los conjuntos compactos y holomérficamente convexos K de C™ decimos que son
polinomialmente converos, porque en este caso como funcién holomorfa F : C" — C
puede tomarse un polinomio complejo en C™. Ya que nuestro interés en la convexi-
dad holomorfa se circunscribe a la construccién de un laberinto de compactos dentro
de la bola B,, C C™, pondremos a partir de ahora el foco en discutir condiciones que
implican que un compacto dado en C™ es polinomialmente convexo; referimos a [31]
para un texto monografico sobre el tema. El caso n = 1 es muy facil: un compacto
K C C es polinomialmente convexo si y solo si su complementario C \ K es cone-
xo, es decir, K no tiene agujeros; esta no es mas que la condicién suficiente para
poder aplicar el teorema clasico de Runge. A pesar de que la tarea es mucho mas
complicada para n > 2, sabemos para empezar que todo compacto convexo de C" es
polinomialmente convexo. Nuestro laberinto serd una unién de compactos disjuntos,
asi que nos interesa especialmente entender cuando una unién de compactos es poli-
nomialmente convexa. Sobre esto, la uniéon de dos conjuntos compactos, convexos y
disjuntos de C™ es polinomialmente convexa; la unién de tres ya no lo es en general.
También es conocido que la unién de tres bolas cerradas en C™ disjuntas dos a dos



484 HIPERSUPERFICIES COMPLEJAS COMPLETAS EN LA BOLA DE C™

es polinomialmente convexa; la unién de cuatro ya no lo es en general. Nosotros
usaremos de forma crucial el lema de Kallin, de 1965, que afirma lo siguiente:

TEOREMA 4.4 ([24]). Si Ay y As son subconjuntos compactos, (geométricamente)
convexos y disjuntos de C™* (n > 2) y K1 C Ay es un compacto polinomialmente
convezxo, entonces K1 U As es polinomialmente convexo.

4.2. LABERINTOS TANGENTES

El paso mas dificil en la demostracion del teorema 4.2 por parte de Globevnik
es la obtencién del laberinto (figura 3). A continuacién esbozaremos la construccién
de un laberinto alternativo, mucho méas sencillo pero igualmente véalido para los
siguientes pasos de la demostracién, que se debe a Alarcén, Globevnik y Lépez [8].

DEFINICION 4.5. Dados un enteron > 2y un par de ntmeros R > r > 0, decimos que
un conjunto compacto £ en la corona esférica RB, \ B, = {z € C" : r < |z| < R}
es un laberinto tangente si se cumplen las siguientes condiciones:

» L tiene una cantidad finita de componentes conexas T1,...,T; (k € N).

» Cada componente T; de £ es una bola cerrada (redonda) en un hiperplano afin
real en C" = R?", de forma que el hiperplano es perpendicular al vector de
posicién del centro z; de la bola T;. En particular, T es tangente a la esfera
|2;/S?"~! en el punto z;.

» Si|z;| = |z;| para ciertos ¢,j € {1,...,k}, entonces los radios de las bolas T;
y T son iguales, mientras que si |z;| < |z;| entonces T; C |z;|B,.

Grosso modo, cada pieza del laberinto es una bola cerrada en un hiperplano
afin real y las distintas piezas se distribuyen en niveles dependiendo de la norma
del vector de posicién de sus centros, es decir, de la distancia de la pieza al origen
de C™. Ademas, las piezas de cada nivel son tangentes a una esfera centrada en
el origen de C"; véase la figura 4. Este tipo de laberintos tienen dos propiedades
fundamentales, que recogemos en el siguiente resultado:

LEMA 4.6 ([8]). Sean n > 2 un entero y R > r > 0 ndmeros reales. Se tiene que:
(I) Si L es un laberinto tangente en la corona esférica RB, \ rB,,, entonces el
conjunto compacto rB, UL C C" es polinomialmente convezo.

(IT) Dados niimeros 6 > 0 (grande) y T > 0 (pequerio), eviste un laberinto tangente
L C RB, \ rB,, que satisface las siguientes condiciones:

o Siv:[0,1] = C™ es un arco que cruza la corona esférica RB, \ rB,, (es
decir, |7(0)] < r y |v(1)| > R) y v es disjunto del laberinto (es decir,
~¥([0,1]) N L = @), entonces v tiene longitud euclidea mayor que §.

o Cada componente T de L tiene didmetro euclideo menor que T; es decir,
el radio de la bola euclidea T' es menor que 7/2.

Para comprobar (I) usamos el lema de Kallin en un proceso inductivo finito. En
efecto, como rB,, y la primera pieza, digamos 77, del laberinto £ son dos compactos
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X

Figura 4: Un laberinto tangente con piezas en tres niveles distintos y un arco disjunto
del laberinto que cruza la corona esférica.

convexos y disjuntos (véase la figura 5, izquierda), su unién rB,, U T} es polinomial-
mente convexa. A continuacién, por la geometria del laberinto tangente, podemos
encontrar un compacto convexo A; C C" que contiene al polinomialmente convexo
rB,,UT} y es disjunto de la siguiente pieza del laberinto, digamos la bola T, (figura 5,
centro). Por el teorema 4.4 tenenemos que rB,, UT; UT, es también polinomialmente
convexo. Del mismo modo, si llamamos T3 a la siguiente pieza del laberinto, podemos
encontrar un compacto convexo Ay C C" que contiene a rB, UTUT, y es disjunto
del compacto convexo T3 (derecha en la figura 5), luego rB, UTy UT>UT; es polino-
mialmente convexo por el teorema 4.4. Si continuamos razonando de este modo, en k
pasos (el niimero de componentes de £) concluimos que rB,, U L = rB,, U Ule T; es

polinomialmente convexo.

Figura 5: Prueba del lema 4.6, afirmacién (I).

La demostracién de (II) es mas tediosa, si bien solamente requiere de trigonome-
tria elemental. La clave para la primera condicién es construir el laberinto con un
numero grande de niveles y elegir de forma adecuada los centros de las bolas de cada
nivel. La idea es que cuando un arco v que atraviesa la corona esférica sin cortar
al laberinto supere cada uno de los niveles se encuentre de frente con una pieza del
siguiente nivel. Como cada pieza es una bola en un hiperplano que es tangente a una
esfera de C™ centrada en el origen, para evitar dicha pieza el arco 7y se ve obligado a
recorrer un camino que es aproximadamente perpendicular a su vector de posicién
(figura 4). Nuevamente, como ocurre en los argumentos descritos en las secciones 2
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y 3, Pitdgoras estd aqui de nuestra parte y obliga a que la longitud euclidea del arco y
sea grande, tanto como queramos si el nimero de niveles que forman el laberinto es
suficientemente alto y las piezas de cada nivel estan bien distribuidas. Finalmente,
la segunda condicién en la propiedad (IT) se garantiza sin mds que reemplazar r
y R por otro par de niimeros r < ' < R’ < R suficientemente préximos entre si,
recordemos que las piezas del laberinto son trozos de hiperplanos. Los detalles de la
construccién se pueden encontrar en [8, lema 2.4] y [1, lema 2.3].

4.3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2

Tomemos una sucesion de numeros reales 0 < 11 < Ry < rp < Ry < ... con
lim; 00 7; = lim; o RBj = 1. Para cada j € N, fijemos un laberinto tangente L; en
la corona esférica R;B,, \ ;B,, tal que todo arco 7 : [0,1] — C™ con |y(0)| < rj,
|v(1)| > R; y v([0,1]) N L; = & tiene longitud euclidea mayor que 1 (lema 4.6 (II)).

Definiendo
L=JL; (2)
j=1

tenemos que todo arco divergente [0,1) — B, que corte solo a una cantidad finita
de los L; tiene longitud infinita, ya que atraviesa infinitas de las coronas esféricas
R;B, \ rjﬁn sin cortar al laberinto tangente L; que contienen. Para terminar la
demostracion basta con asegurar la existencia de una funcién holomorfa F : B,, — C
tal que |F| > j en L; para todo j € N. En efecto, tendremos entonces que F~*(()
interseca como mucho a una cantidad finita de los L; para cada ¢ € C, con lo que
la hipersuperficie compleja y propia F~1({) C B, resulta ser completa.

Para obtener una funcién F' con estas propiedades construiremos de forma in-
ductiva una sucesiéon de funciones holomorfas Fj : B,, — C, j € N, tales que:

(Aj) |Fj(2) — Fj_1(2)| < 1/27 para todo z € r;B,, y j > 2.

(B;) |Fj(2)] >j+1paratodoze€ Ljyj>1.

Supuesta la existencia de esta sucesién, las propiedades (A;) garantizan la existencia
de una funcién holomorfa limite

F = lim Fj;BnZUrjEneC

Jj—o0 )
jeN

que, a la vista también de (B;), satisface la desigualdad |F| > |F;| — |F — F;| > j
en L; para todo j € N.

Asi que solo nos queda explicar la induccién. Para la base tomamos cualquier
funcién holomorfa Fy : B,, — C que cumpla la propiedad (By), es decir, |Fy| > 2
en L. Notemos que (A1) es vacia. Para el paso inductivo, fijemos j > 2, supongamos
que tenemos una funcién holomorfa F;_; en B,, y consideremos la funcién holomorfa
h:r;B,UL; — C dada por

hl, 5, = Fi-1: bl =7 +2;
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recordemos que rjﬁn N L; = @. Como el compacto rjEn U L; es polinomialmente
convexo por el lema 4.6 (I), el teorema de Oka-Weil (teorema 4.3) nos proporciona
una funcién holomorfa F; : B, — C con |F; — h| < 1/27 en r;B,, U L;, lo que
claramente implica las condiciones (A;) y (B,). Esto cierra la induccién y completa
la demostracién del teorema 4.2.

5. LAS HIPERSUPERFICIES COMPLEJAS COMPLETAS DE LA BOLA
VIENEN EN FOLIACIONES

En un principio no quedaba claro si la construccién de Globevnik en [22] pro-
porcionaba un tipo, digamos, poco comin o muy especial de solucién al problema
de Yang embebido para hipersuperficies de la bola. Notese que sus ejemplos de hi-
persuperficies complejas completas y propiamente embebidas en B,, (teorema 4.1)
se encuentran como hojas de foliaciones holomorfas de B,, por hipersuperficies del
mismo tipo (teorema 4.2). Tienen por tanto la particularidad de poder embeberse
en una foliacién de la bola por hipersuperficies complejas todas ellas con estas mis-
mas propiedades. Cabe entonces y es natural preguntarse si esto es en efecto una
peculiaridad de los ejemplos de Globevnik o si, por el contrario, toda hipersuperficie
compleja completa y propia en B,, es una hoja en una foliaciéon holomorfa de B,, por
tales hipersuperficies.

Para tratar de decidir sobre esta cuestion, recordemos por un lado que en el mo-
mento de la aparicién del articulo de Globevnik ya habia disponibles en la literatura
varias construcciones diferentes de subvariedades complejas completas y propiamen-
te embebidas en bolas B,, C C™ (seccién 2), e incluso de hipersuperficies en el caso
de dimensién mds baja n = 2 (teorema 3.1), y que ninguna de ellas es implicita.
Ademsds, Alarcén, Globevnik y Lépez desarrollaron entre 2017 y 2019 una nueva
técnica de construccién de tales hipersuperficies en B,,, para dimensién arbitraria
n > 2, usando un método diferente al de Globevnik (aunque también basado en los
laberintos tangentes) que permite cierto control sobre la topologia de los ejemplos
y, de hecho, permite prescribir completamente su topologia en el caso n = 2 [8, 7].
A la vista de esta variedad de construcciones, uno podria estar inclinado a pensar
que los ejemplos de Globevnik son ciertamente muy especiales.

En la otra direccién, por un teorema de Serre de 1953 [30] al que ya nos hemos
referido anteriormente, toda hipersuperficie compleja cerrada V' C B,, (posiblemente
con singularidades) es un conjunto de nivel de una funcién holomorfa F : B,, — C,
luego es una hoja en una foliacion holomorfa de B,, por hipersuperficies del mismo
tipo, a saber, la foliacién formada por los conjuntos de nivel F~1(¢), ¢ € C, de
dicha funcién. (Esto es de hecho cierto si reemplazamos la bola B,, por cualquier
variedad de Stein X con segundo grupo de cohomologfa trivial H?(X;Z) = 0). Asf
que uno podria del mismo modo estar inclinado a pensar que si la hipersuperficie
dada V' C B,, es completa, entonces es posible encontrar una tal funciéon F : B,, — C
de manera que todos sus conjuntos de nivel sean completos.

Resulta que esto ultimo es lo que ocurre. Sorprendentemente, el siguiente resul-
tado, establecido por Alarcén en 2022, muestra que no es necesario imponer que
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la hipersuperficie inicial V' sea completa para garantizar que lo sean el resto de
conjuntos de nivel de F.

TEOREMA 5.1 ([1]). Para cada hipersuperficie compleja propia (posiblemente con
singularidades) V. C B,, n > 2, existe una funcién holomorfa F : B, — C tal
que F71(0) =V y la hipersuperficie compleja F~1(¢) C B, es completa para todo
¢ e F(B,)\ {0}.

En particular, toda hipersuperficie V' de este tipo puede realizarse como una hoja
en una foliacion holomorfa (posiblemente singular) de B,, por hipersuperficies com-
plejas propias que son todas, excepto quizas V, completas. Si la hipersuperficie dada
V' es completa, entonces la foliacion puede tomarse con todas sus hojas completas.

El método usado en la demostracion sigue en lineas generales el desarrollado por
Globevnik en [22], pero presenta varias diferencias y novedades muy significativas.
Como antes, la funciéon holomorfa F' : B,, — C que satisface la conclusién del teorema
se obtiene como limite de una sucesién de funciones holomorfas F; : B,, — C (j € N),
y se garantiza que cada conjunto de nivel de F, excepto quizds F~1(0) = V, corta
como mucho a una cantidad finita de piezas de un determinado laberinto infinito de
compactos en B,,, asegurando asf que todo conjunto de nivel F~1({), ¢ € C\ {0}, es
completo. Una novedad fundamental es que la prueba requiere construir el laberinto
y la funcién holomorfa limite F' al mismo tiempo en un proceso inductivo, es decir, el
laberinto no puede fijarse a priori como se hizo en la demostracién del teorema 4.2.
Ademés, el laberinto depende de manera fuerte de la hipersuperficie dada V', y
las componentes del laberinto que cortan a V' son tratadas de una forma totalmente
diferente a las que no lo hacen; en particular, las primeras deben elegirse con didametro
pequenlo en cierto sentido preciso (el didmetro del resto de piezas es irrelevante).

La demostracién también requiere de la siguiente version del teorema de Oka-
WEeil incluyendo interpolacién.

TEOREMA 5.2 (]20, teorema 2.8.4]). En las hipdtesis del teorema 4.3, si ademds
V C X es una subvariedad compleja cerrada y h es holomorfa en un entorno U de
KUYV en X, entonces para cada € > 0 existe una funcién holomorfa h : X — C tal
que |h(x) — h(x)| < € para todo x € K y h(x) = h(z) para todo x € V. Si ademds
H%(X;Z) =0y V = h~1(0), entonces podemos elegir h con h=*(0) = V.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.1. Tomemos una funcién holomorfa Fy : B,, — C
con F;*(0) = V; existe por Serre [30]. Tomemos también una sucesién de niime-
ros reales 0 < r; < Ry < rp < Ry < ... con limj_,oo7; = lim; s R; = 1. La
demostracién consiste en construir una sucesién S; = {F}, L, }en, donde

= F;:B, — C es una funcién holomorfa y

= L; es un laberinto tangente en la corona esférica R;B,, \ r;B,, (definicién 4.5),
de forma que las siguientes condiciones se cumplen para todo j € N:
(a;) |Fj(z) — Fj_1(2)| < 1/27 para todo z € 7;B,,.

~1
(b) F7H(0) = V.
(cj) Si~y:[0,1] = B,, es un arco con |[y(0)| < rj, [y(1)| > R; y v([0,1]) N L; = &,
entonces la longitud euclidea de v es mayor que 1.
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(dj) Siz € Lj, entonces o bien |F;(z)| > j o bien |F;(2)| < 1/j.

Véase la figura 6, izquierda. Supuesta la existencia de una tal sucesion, las propie-

Figura 6: Demostraciéon del teorema 5.1.

dades (a;) garantizan la existencia de una funcién holomorfa limite
F=lim F;:B, - C
Jj—oo

que, junto con el laberinto infinito de conjuntos compactos

L=|JL;cB,,
JjEN
satisface las siguientes condiciones:
(A) F7L1(0)=V.
(B) Todo arco divergente [0,1) — B,, que interseque como maximo a una cantidad
finita de componentes conexas de L tiene longitud euclidea infinita.
(C) Para cada ¢ € C\ {0} tenemos que F~1(¢) corta como méximo a una cantidad
finita de componentes de L.
En efecto, (A) es consecuencia de (b;) mientras que (B) y (C) se siguen de (a;), (c;)
y (d;). Nétese para la condicién (C) que
» si z € L; entonces o bien |F(z)| > j —1/27 o bien |F(2)| < 1/j +1/27,
w1 (j — 1/27) = 400 y Mmoo (1/5 + 1/27) = 0.
Es claro por las propiedades (B) y (C) que la hipersuperficie F~1(¢) C B,, es com-
pleta para todo ¢ € F(B,,) \ {0}, por lo que F satisface la tesis del teorema.
Expliquemos la induccién. Para la base elegimos la funcién Fy que cumple (by)
que fijamos al inicio de la demostracién, y tomamos Ly = &. Observemos que las

condiciones (ag), (cp) y (do) son vacfas. Para el paso inductivo, fijemos j € N y
supongamos que tenemos una funcién holomorfa F;_; : B, — C con F 3111(0) =V,
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esto es, que cumple (b;_1). Teniendo en cuenta esta condicién y que V N R]En es
compacto, podemos fijar un nimero 7 > 0 tan pequefio que

|Fj_1(2)| < 1/j para todo z € R;B,, con dist(z,V) < T, (3)

donde dist denota la distancia euclidea. Usemos ahora el lema 4.6 (II) para obtener
un laberinto tangente L; en R;B,, \ 7;B,, que satisface (c;) y tal que

diam(T") < 7 para toda componente conexa T de L;. (4)
A continuacién dividimos el laberinto L; en dos partes,
Lj = Ay U Ao,

donde Ay es la unién de las componentes conexas de L; que intersecan a V' y Ay
es la unién de aquellas que no lo hacen. Se sigue que tanto Ay como Ag consisten
en una cantidad finita de componentes de L; (si bien alguno de los dos podria ser
vacio) y Ay N'Ag = @. Véase la figura 6, derecha. Ademads, (3) y (4) implican que

|Fj-1(2)| < 1/j para todo z € Ay. (5)

Como L;N7;B,, = @y el compacto r;B, UL; = (r;B, UAy)UAq es polinomialmente
convexo, el teorema 5.2, aplicado con un ntimero 0 < § < 1y la funcién holomorfa
h:r;B,UL; UV — C dada por

h|rjEW,UAVuV =Fj_1, hla,=j+1,

nos proporciona una funciéon holomorfa F; : B,, — C tal que
» |Fj(2) — Fj_1(2)| < 6 para todo z € r;B,, U Ay,
» |Fj(2)] > jparatodo z € Ay y
-1 _
= F(0)=V.

Téngase en cuenta que (r;B, UAy UV)N Ay = @ y que Fjill(O) = V. Es claro
a la vista de estas propiedades y de (5) que Fj satisface las condiciones (a;), (b;)
y (d;) del proceso inductivo siempre que tomemos el nimero ¢ > 0 suficientemente
pequeno. Esto cierra la induccién y completa la demostracion del teorema 5.1. [

6. (QUE TAN ABUNDANTES SON LAS FUNCIONES DE GLOBEVNIK?

Tampoco quedaba claro en un principio qué tan grande es el conjunto de las fun-
ciones de Globevnik, esto es, funciones holomorfas B,, — C (n > 2) cuyos conjuntos
de nivel son todos hipersuperficies completas. Sabemos por el teorema 4.2 que este
conjunto es no vacio, mientras que el teorema 5.1 insintia que hay muchas funciones
de Globevnik (al menos una para cada hipersuperficie compleja completa y propia
de la bola), pero uno podria estar inclinado a pensar, y estaria en lo cierto, que
es realmente muy complicado encontrar ejemplos. Por supuesto, no es posible dar
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un ejemplo explicito. Nada de esto es ébice, no obstante, para que las funciones de
Globevnik pudieran formar un subconjunto méas o menos grande del espacio O(B,,)
de todas las funciones holomorfas en la bola. Sorprendentemente, la realidad es que
casi todas las funciones en O(B,,) son de Globevnik, veamos en qué sentido.

Consideremos en O(B,,) la topologia compacto-abierta, que fue introducida por
Arens en 1946 [11] y es la topologia natural en cualquier espacio de aplicaciones
continuas entre espacios topologicos. En esta topologia, una base de entornos de una
funcién f € O(B,,) viene dada por los conjuntos de la forma

U(f,K,e)={g€ OB,): max |f(z) — g(z)| <€},

donde K C B,, es un compacto y € > 0. En este caso, esta topologia coincide con la de
la convergencia uniforme sobre compactos: una sucesién f; € O(B,,) converge a una
funcién f € O(B,,) si y solo si la sucesién de restricciones f;|x a cualquier compacto
K C B, converge uniformemente en K a f|x; véase [13, corolario 2.13]. Ademds,
O(B,,) es completamente metrizable, luego un espacio de Baire por el teorema de
la categoria de Baire [32, corolario 25.4, p. 186]. En efecto, si para cada ntimero
0 <r <1y cada par de funciones f,g € O(B,,) definimos

zerB,

entonces para cualquier sucesiéon 0 < r; <79 < ... con lim; ,7; = 1 se tiene que

la expresion
o0

=1 d.,(f9)
d(f,g) = Zyjm, f,9 € O(B,)

j=1
define una distancia completa en O(B,,) que induce la topologia compacto-abierta;
véanse, por ejemplo, [11] o [32, §43G].

En teoria de la categoria, un conjunto en un espacio topologico se dice residual
(o comeagre)! si contiene una interseccién numerable de subespacios abiertos y den-
sos. Todo conjunto residual en un espacio de Baire es denso (esta propiedad, cuyo
reciproco no es cierto en general, define los espacios de Baire), y toda interseccién
numerable de conjuntos residuales es residual. Por tanto, los conjuntos residuales en
espacios de Baire son considerablemente grandes; son densos en un sentido fuerte.
Se dice que una propiedad de elementos en un espacio de Baire es genérica, o que un
elemento genérico satisface la propiedad, si la disfrutan todos los elementos de un
conjunto residual [25, definicién 8.5]. Asi, las propiedades genéricas son aquellas que
son satisfechas por casi todos los elementos del espacio en este sentido topolégico.

Lo que sigue es una simplificacion de un resultado de Charpentier y Kosinski.

TEOREMA 6.1 ([15]). Una funcién genérica en O(B,), n > 2, satisface que todos
sus conjuntos de nivel son completos, es decir, es de Globevnik.

INo conocemos en la literatura en espafiol una traduccién de este concepto. Usando la termi-
nologia introducida originalmente por Baire en 1899 [12], un subconjunto de un espacio topolégico
es residual si su complementario es de primera categoria, es decir, estd contenido en una unién
numerable de cerrados con interior vacio.
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Hablando sin mucha precision, el teorema afirma que si elegimos al azar una
funcién en O(B,,), la probabilidad de que sea de Globevnik es 1.

DEMOSTRACION. TomerLlos nimeros 0 < 11 < Ry < r9 < Ry < ... y laberintos
tangentes L; C R;B,, \r;B,, como en la demostracion del teorema 4.2, y consideremos
el laberinto infinito L = (J;5, L; C B, como en (2). Para cada par de nimeros
1,7 € N, definimos el conjunto

Uij ={f€O®,):|f(z)| >iparatodox € L;} C OB,).

Es claro por compacidad de L; que U} ¢ O(B,) es un conjunto abierto (en la
topologia compacto-abierta) para cada i, j € N, luego también lo es

vi=JU/
JEN
para cada i € N. Ademds, una aplicacién del teorema de Oka-Weil (teorema 4.3)

similar a la que se hace en la demostracién del teorema 4.2 muestra que U; es denso
en O(B,,) para todo i € N, por lo que

v=u= U/
i€N ieN jeN

es un conjunto residual en el espacio de Baire O(B,,). Para terminar, basta comprobar
que toda funcién en U es de Globevnik. En efecto, tomemos f € Uy ¢ € f(B,),
y comprobemos que la hipersuperficie compleja propia f~1(¢) C B,, es completa.
Para ello, razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que existe un arco
divergente v : [0,1) — f~1(¢) con longitud finita. Como f~!(¢) C B,, es propia, el
arco 7y también diverge en B,,, asi que, por las propiedades del laberinto L = | J i>1 L;,
tenemos que ([0, 1)) deja de intersecar a lo mas una cantidad finita de los laberintos
tangentes ;. Existe por tanto jo € N tal que

~([0,1)) N L; # @ para todo j > jo. (6)

Por otro lado, como f € U tenemos que para todo i € N existe j(i) € N tal que
fe Ug(l), es decir, f(x) > i para todo x € Lj(;). Podemos definir de este modo
una aplicacién j : N — N. Es claro que su imagen {j(¢) : ¢ € N} es un conjunto
infinito, luego existe ig € N tal que ig > |¢| y j(i0) > jo. A la vista de (6), podemos
finalmente elegir un niimero ¢ € [0,1) tal que ¥(t) € L), luego f(y(t)) > io > [C],
siendo esto imposible ya que 7 toma valores en f~1(¢). Esta contradiccién completa
la demostracion del teorema. O

7. (GENERALIZACIONES

Los resultados de las secciones anteriores admiten generalizaciones en varias di-
recciones. Apuntamos aqui algunas de las mds significativas y referimos a [2] para
ampliar informacién. Una primera extensién del teorema 5.1 nos dice que, bajo hi-
poétesis necesarias, el resultado sigue siendo cierto en codimensién arbitraria y que,
ademads, las foliaciones pueden tomarse no singulares.
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TEOREMA 7.1 ([1]). Sean n y q un par de enteros con 1 < g <mn. Sea V una subva-
riedad compleja propiamente embebida de codimension q en B, , no necesariamente
conexa, y supongamos que V estd contenida en una fibra de una sumersion holo-
morfa B, — C?. Entonces existe una sumersion holomorfa f : B, — C? con las
siguientes propiedades:

» V es union de componentes conexas de f~1(0).

» La fibra f~1(¢) C B, es una subvariedad compleja completa y propiamente
embebida de codimensién q para todo ¢ € f(B,) \ {0}.

= f710)\ 'V es o bien vacio o bien una subvariedad compleja completa y pro-
piamente embebida de codimension q en B, .

s 57 la subvariedad dada V' es una fibra de una sumersion holomorfa B, — C9,
entonces f puede tomarse con f~1(0) = V.

En particular, V' se embebe en una foliacion holomorfa y no singular de B,, por
subvariedades complejas propiamente embebidas de codimension q todas las cuales,
excepto quizds las componentes conexas V', son completas.

La demostracién de este resultado es, aunque técnicamente mas complicada, ané-
loga a la del teorema 5.1, pero usando una extensién del teorema de Oka-Weil para
funciones holomorfas sin puntos criticos y, mas generalmente, sumersiones holomor-
fas en variedades de Stein, obtenida por Forstneri¢ [19, 21]. Los resultados en [19, 21]
implican, ademés, que toda hipersuperficie compleja propiamente embebida en B,
es el conjunto de ceros de una funcién holomorfa en B,, sin puntos criticos. Asi, en
el caso ¢ = 1, el teorema 7.1 se aplica con cualquier hipersuperficie compleja propia-
mente embebida V' C B,,. En el caso ¢ > 1 resulta evidente que la hipo6tesis sobre V
en el enunciado del teorema es necesaria y no puede relajarse.

El teorema 7.1 tiene la siguiente consecuencia inmediata:

COROLARIO 7.2. Para cada par de enterosn y q con 1 < g < n, existe una foliacion
holomorfa y no singular de B, por subvariedades complejas completas, conexras y
propiamente embebidas de codimension q.

Una segunda linea de generalizaciones del teorema 5.1 consiste en reemplazar
la bola B,, C C" por una variedad de Stein arbitraria. En esta direcciéon tenemos
el siguiente resultado, cuya demostracién sigue la misma linea argumental que las
anteriores y, ademds, usa de manera fuerte que toda variedad de Stein se embebe
propia y holomérficamente en CV para algin N € N suficientemente grande.

TEOREMA 7.3 ([1]). Sea X wuna variedad de Stein de dimension > 2 provista de
una métrica riemanniana. Sea V. C X una hipersuperficie compleja propiamente
embebida y supongamos que el fibrado normal Ny, x de V en X es trivial. Entonces
existe una funcion holomorfa f : X — C con las siguientes propiedades:

« V C f7H0).

» El conjunto de mivel f=*(¢) C X es una hipersuperficie compleja completa y
propia (posiblemente con singularidades) para todo ¢ € f(X) \ {0}.
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= f71(0)\V es o bien vacio o bien una hipersuperficie compleja completa y propia
(posiblemente con singularidades) en X.

= f no tiene puntos criticos en V.

La hipétesis sobre el fibrado normal Ny, x en el teorema 7.3 es necesaria por
un resultado de Docquier y Grauert [17] de 1960. Siempre se cumple si X = B,.
La completitud en el teorema se refiere a la métrica inducida en las hipersuperficies
por la métrica dada en X. Esta tltima es totalmente arbitraria; en particular, no se
asume que sea completa (el resultado seria trivial en ese caso).

Destacamos también que el corolario 7.2 admite la siguiente generalizacién para
variedades de Stein:

TEOREMA 7.4 ([5]). Sea X una variedad de Stein de dimension n > 1 provista de

una métrica riemanniana. Entonces, para todo k € N con [§] < k < n —1 existe
una foliacion holomorfa y no singular de X por subvariedades complejas completas,

conexas y propiamente embebidas de dimension k.

En particular, en toda variedad de Stein de dimensién mayor que uno existe
una foliaciéon holomorfa y no singular por hipersuperficies complejas conexas y pro-
piamente embebidas, siendo todas ellas completas con respecto a cualquier métrica
riemanniana fijada en la variedad. Bajo hipotesis adicionales sobre la variedad de
Stein X, la conclusién del teorema 7.4 también es valida en el caso 1 <k < [F].

Para terminar, apuntamos que existen en la literatura construcciones de foliacio-
nes holomorfas de la bola, y de otras variedades de Stein, por subvariedades comple-
jas completas y propiamente embebidas que incluyen cierto control de la topologia
e incluso la estructura compleja de las hojas [4, 14, 5]. Para ello se aplica un método
distinto, inspirado por las ideas en [8], que usa automorfismos del ambiente y, en el
caso de otras variedades de Stein, requiere de una construccién més elaborada de
los laberintos. Pero eso es una larga historia que dejamos para otro dia.
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