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Una vision categérica de la nocién de espacio métrico
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RESUMEN. Se sabe que las estructuras mateméticas se agrupan en categorias
y que la teoria de categorias sirve para estudiar estas estructuras y sus rela-
ciones con otras. Sin embargo, y desde un punto de vista totalmente diferente,
los propios objetos mateméticos pueden tener individualmente la estructura
de una categoria.

En este articulo, siguiendo una brillante idea de Lawvere, explicamos cémo
un espacio métrico puede ser visto por si mismo como una categoria, y vemos
que nociones propias de los espacios métricos son casos particulares de concep-
tos mas generales expresables de manera puramente categoérica. En particular,
prestamos especial atencién a la completitud de Cauchy, y caracterizamos esta
propiedad en términos puramente categéricos.

1. INTRODUCCION

Habitualmente, la teoria de categorias se introduce abstrayendo la idea de tener
una coleccién de objetos matematicos junto con ciertas aplicaciones entre ellos, de
manera que estas aplicaciones se puedan componer y existan aplicaciones distin-
guidas que actiian como elemento neutro con respecto a la composicién. Asi, los
conjuntos y las aplicaciones, los grupos y sus homomorfismos, y los espacios topolo-
gicos y las aplicaciones continuas forman naturalmente categorias.

Sin embargo, adoptando una perspectiva diferente, individualmente algunos ob-
jetos matematicos como un grupo o un conjunto ordenado pueden también ser vistos
como categorias (ver los ejemplos 2.3 (1v)-(V)). Ademds, conceptos conocidos en gru-
pos o conjuntos ordenados resultan ser casos particulares de nociones propias de la
teoria de categorias. Verbigracia, los homomorfismos entre grupos o las aplicaciones
monotonas entre conjuntos ordenados corresponden a los funtores entre estas cate-
gorias asociadas, los supremos e infimos de un conjunto ordenado pueden ser vistos
como colimites y limites de la correspondiente categoria, o las representaciones de
grupos no son mas que ciertos funtores.

Siguiendo este punto de vista, en este articulo exploramos una sorprendente ob-
servacién de Lawvere que consiste en ver cada espacio métrico como una determinada
categoria. Asi, conceptos fundamentales del andlisis como la completitud de Cauchy
se pueden formular en un lenguaje puramente categérico y pueden ser estudiados
utilizando procedimientos generales de la teoria de categorias. Reciprocamente, esas
nociones analiticas se pueden interpretar en categorias de naturaleza muy distinta,
lo cual ofrece una vision enriquecedora de otros campos matematicos.
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La teoria que aqui se desarrolla para espacios métricos se puede generalizar a
lo que habitualmente se conoce como topologia monoidal (o teoria de categorias
moénada-cuantal enriquecidas), un area activa y fructifera de investigacién que pro-
porciona un marco general para el estudio categoérico de distintas estructuras mate-
maticas tales como espacios topoldgicos, espacios métricos, uniformidades, conjuntos
ordenados o multicategorias, y permite estudiar todas ellas de manera unificada. Re-
ferimos el lector a la monografia [3] para una introduccién.

2. TEORIA DE CATEGORIAS

Aunque la finalidad de este articulo no sea el desarrollo abstracto de la teoria
de categorias, se quiere dotar al lector de todos los instrumentos necesarios para su
comprension, ya que solo se asume un conocimiento matematico basico. Por consi-
guiente, en esta seccion se expondran estos conceptos de forma detallada.

DEFINICION 2.1. Una categoria C es una estructura que consta de
(1) una clase de objetos, Ob(C),

(11) una clase de morfismos tal que cada par de objetos (A, B) tiene asignado un
conjunto C(A, B), los morfismos de A a B, cuyos elementos se representaran
con expresiones del tipo f: A — B,

(111) para cualquier terna (A, B, C) de objetos de C, una operacién que asigna a cada
par de morfismos f € C(A,B) y g € C(B,C) un morfismo go f € C(A,C),
denominado composicién de f con g,

(1v) para cada objeto A de C, un morfismo Id4 € C(A, A) denominado identidad
de A,

con las siguientes propiedades:

= la composicién de morfismos es asociativa, es decir,

(hog)of=ho(gof)
para cualesquiera morfismos f: A - B, g: B—Cy h: C — D;
» para cualquier morfismo f: A — B de C, se verifica foldy = f y Idgof = f.

Un morfismo f: A — B en la categoria C es un isomorfismo si existe otro morfismo
g:B—AenCtalquegof=14y fog=1p.

Observacion 2.2. La definicién anterior corresponde en realidad a la nocién de ca-
tegoria localmente pequeria puesto que se asume que C(A, B) es un conjunto para
objetos (A, B) y no una clase general. Sin embargo, aqui nos referiremos a ellas sim-
plemente como categorias. Asimismo, diremos que una categoria es pequeria si los
morfismos (y por tanto, los objetos) forman un conjunto.

EJEMPLOS 2.3. (1) La categoria de conjuntos, Set, es la categoria cuyos objetos
son los conjuntos y cuyos morfismos son las aplicaciones entre conjuntos. En
este caso, la composicién es la habitual entre aplicaciones y los morfismos
identidad son las aplicaciones identidad usuales.
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111)

Los objetos de la categoria de grupos, Grp, son grupos y los morfismos son ho-
momorfismos de grupos. También en este caso la composicién y los morfismos
identidad son los habituales. Asimismo, Ab es la categoria cuyos objetos son
los grupos abelianos y los morfismos son los homomorfismos de grupos.

Del mismo modo, cualquier estructura algebraica —anillos, médulos, espacios
vectoriales, etcétera— forma una categoria donde los morfismos son los ho-
momorfismos correspondientes. Igualmente, se pueden definir categorias cuyos
objetos son otras estructuras mateméaticas —espacios topologicos, variedades
diferenciables, etcétera— y los morfismos aplicaciones adecuadas entre ellas
—aplicaciones continuas, diferenciables, etcétera—.

Sea Preord la categoria de predrdenes. Los objetos son los conjuntos preorde-
nados, es decir, los conjuntos X equipados con relaciones binarias <x que
verifican las propiedades reflexiva y transitiva; y los morfismos son las apli-
caciones mondtonas, es decir, las aplicaciones f: (X,<x) — (Y, <y) tales
que f(z) <y f(y) siempre que x <x y. Cuando no haya riesgo de confu-
sién, denotaremos un conjunto preordenado simplemente como X, omitiendo
la relacién <x, que simplemente se escribird < cuando aparezca. En general,
dados dos conjuntos preordenados X e Y, el conjunto de aplicaciones mono-
tonas Preord(X,Y") también tiene la estructura de conjunto preordenado bajo
el preorden puntual definido como f < g si, y solo si, f(z) < g(x) para todo
reX.

Un conjunto ordenado es un conjunto preordenado cuya relaciéon es adicional-
mente antisimétrica. Denotamos como Ord la categoria de conjuntos ordenados
y aplicaciones mondtonas.

Finalmente, si (X, <) es un conjunto (pre)ordenado, definimos su conjunto
(pre)ordenado dual, denotado (X°P,<°P) (o simplemente X°P), como el con-
junto X con el orden dual, esto es, x <°P y si, y solo si, y < x.

En todos los ejemplos anteriores, los objetos son conjuntos equipados con alguna
estructura adicional y los morfismos son ciertas aplicaciones entre esos conjuntos. No
obstante, tal y como se ha mencionado en la introduccién, una estructura concreta
también puede, individualmente, definir por si misma una categoria. Por ejemplo:

)

Sea (G -) un grupo, es decir, un objeto de Grp. Definimos la categoria Cg con
un dnico objeto, Ob(Ce) = {po}, y donde hay un morfismo §: :po — po por
cada elemento g € G. La composicién esta dada por joh = g - h y es fécil
ver que si e es el neutro del grupo, entonces € es Id,,. De hecho, los grupos
son precisamente las categorias pequenias con un solo objeto que satisfacen la
propiedad de que todos sus morfismos son isomorfismos.

Sea (X, <) un conjunto preordenado, es decir, un objeto de Preord. Este puede
ser considerado como una categoria cuyos objetos son los elementos z € X
y donde hay un tnico morfismo z — y si y solo si z < y. En este caso, los
morfismos identidad existen por la reflexividad; y la composicién de morfismos
esta bien definida en virtud de la transitividad. Observamos que esta categoria
cumple la propiedad de que entre dos objetos existe a lo sumo un morfismo.
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Las categorias que cumplen esta propiedad se llaman categorias delgadas, y es
facil ver que las categorias pequenas y delgadas son exactamente los conjuntos
preordenados.

Por ejemplo, el conjunto 2 = {0 < 1} con el orden usual es una categorfa de
dos objetos con un tnico morfismo no identidad 0 — 1.

Finalmente, se pueden construir nuevas categorias a partir de otras ya dadas:

(vi) Dada la categoria C, su categoria dual C°P tiene los mismos objetos, y para
todo par de objetos A, B se define C°P(A, B) = C(B, A). Esto es, es la cate-
goria que se obtiene invirtiendo formalmente el sentido de los morfismos, y la
composicién o°? se define como g°P 0% f°P = (f o g)°P. Claramente, si vemos
un conjunto preordenado (X, <) como una categoria, su categoria dual es el
conjunto preordenado dual (X°P, <°P).

(vir) Dada las categorias C y D, su producto es la categorfa C x D cuyos objetos
son pares (A4, B) donde A es un objeto de C y B es un objeto de D, y donde
los morfismos (A, B) — (A’, B’) estan dados por pares (f,g) con f: A — A’
en Cyg: B— B’ en D. La composicién y los morfismos identidad se definen
componente a componente.

A continuacién introducimos la nocién natural de morfismo entre categorias:
DEFINICION 2.4. Sean C y D dos categorias. Un funtor (covariante) F': C — D es una

asignacién que manda cada objeto A de Ob(C) a un objeto F(A) de Ob(D), y cada
morfismo f: A — B de C a un morfismo F(f): F(A) — F(B) de D, preservando

» la composicién de morfismos, es decir, F(go f) = F(g) o F(f) siempre que la
composicion de f con g esté definida, y

= las identidades, es decir, F'(Id4) = Idp(4) para todo objeto A de Ob(C).

El ejemplo trivial es el funtor identidad Id¢: C — C definido como Id¢(A) = A
en los objetos y Ide(f) = f en los morfismos. Ademds, la composicién de funtores se
define de forma natural, y, por tanto, se define la categoria de categorias Cat cuyos
objetos son categorfas (pequefias) y cuyos morfismos son los funtores. Veamos otros
ejemplos relevantes de funtores:

EJEMPLOS 2.5. (1) Los conjuntos preordenados vistos como categorias (véase el
ejemplo 2.3 (V)), son de especial interés para los propdsitos de este articulo. En
este caso un funtor es una aplicacién mondtona entre conjuntos preordenados,
es decir, un morfismo de Preord.

(1) Dado un funtor F': C — D, se define el funtor dual F°P: C°? — D dado por
F°P(A) = F(A) y F(f°P) = F(f)°P para todo objeto A y todo morfismo f
de C (véase el ejemplo 2.3 (VI1)).

(1) Dados dos funtores F: C - Dy G: C' — D', se define el funtor producto

FxG:CxC -DxD

como (F x G)(A, B) = (F(4),G(B)) y (Fx G)(f,9) = (F(f), G(g)) para todo
objeto (A, B) y todo morfismo (f, g) de C x C’ (véase el ejemplo 2.3 (VII)).
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(tv) Dada una categoria C, el funtor hom
C(—,—): C? x C — Set

se construye de la siguiente manera: para cada objeto (A, B) de Ob(C? x C)
se define C(—, —)(A4, B) = C(A, B); y para cada morfismo

(f1, f2) € (C? x C)((A1, B1), (A2, Ba)),
se define C(—, —)(/f1, f2), denotado C(f1, f2), como la aplicacién
C(f1,f2): C(A1, B1) = C(Az, Ba),
g faogo fi.
Por otro lado, si F': C — D es un funtor, se define
D(F—,—): C°? x D — Set

como la composicién D(—, —) o (F°P x 1p) y, de manera similar, si G: D — C
es un funtor, se define

C(—,G—): C x D — Set

como la composicién C(—, —) o (1gor X G).
La categoria Cat posee una estructura adicional, los morfismos entre morfismos.

DEFINICION 2.6. Sean F,G:C — D dos funtores. Una transformacién natural
n: ' — G es una asignacion que hace corresponder a cada objeto A de C a un
morfismo n4: F(A) — G(A) de D y es tal que, para cualquier morfismo f: A — B
en C, el siguiente diagrama conmuta en D:

7(f)

F(A) F(B)

A J{”]B

aa) 29 a).

Decimos que 71 es un isomorfismo natural cuando todos los morfismos 74 son iso-
morfismos en D.

DEFINICION 2.7. Sean F': C — Dy G: D — C funtores. Decimos que F es el adjunto
por la izquierda de G (equivalentemente, que G es adjunto por la derecha de F o,
que F' y G son adjuntos entre si), si existe un isomorfismo natural entre los funtores
D(F—,—): C? x D — Set y C(—,G—): C°? x D — Set; esta adjuncién se denotara
mediante la expresién F 4 G.

En particular, en la definicién anterior, para todo objeto C € Ob(C) y D € Ob(D)
existen biyecciones naturales

®4p: D(F(A), B) — C(A,G(B)).
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La naturalidad significa que esas aplicaciones definen un isomorfismo natural entre
los funtores hom correspondientes. Volviendo al ejemplo 2.3 (v),si f: X — Y es un
funtor —una aplicacién mondétona— entre conjuntos preordenados, un adjunto por
la izquierda de f es una aplicacién monétona g: Y — X que cumple

g(y) <z = y < f(z)

para todo z € X e y € Y (al ser un conjunto preordenado una categoria delgada,
esta condicién equivale a la existencia de las biyecciones ®,, y la naturalidad se
cumple trivialmente). Es sencillo comprobar que la condicién anterior es equivalente
a las desigualdades

gof<ldx y Idy <fog. (1)

A continuacién daremos una caracterizacién para la existencia de funtores adjun-
tos entre reticulos completos. Un conjunto ordenado (X, <) es un reticulo completo
si todo subconjunto (incluidos el conjunto vacio y los posibles subconjuntos infini-
tos) tiene un infimo y un supremo. Recordamos que si S es un subconjunto de un
conjunto (pre)ordenado X, el infimo de S es, si existe, un elemento A S € X tal que

/\Sgs para todo s € S,

y si otro elemento z € X satisface que z < s para todo s € S, entonces z < A S.
Es decir, A S es el mayor elemento que es menor o igual que todos los elementos
del conjunto S. Andlogamente, el supremo de S es, si existe, el elemento \/ S € X
tal que

s < \/S para todo s € S,

y si otro elemento w € X satisface que s < w para todo s € S, entonces \/ S < w, es
decir, \/ S es el menor elemento que es mayor o igual que todos los elementos de S.
En el caso binario, el infimo de x e y se suele denotar simplemente por = Ay, y el
supremo de x e y por x V y.

En particular, el infimo del conjunto vacio, usualmente denotado como T, es el
elemento maximo de X, esto es, el elemento T cumple que x < T para todo z € X.

En este contexto, el teorema del funtor adjunto (para reticulos completos) [4,
7.34 Proposition] afirma que una aplicacién mondtona g entre reticulos completos
tiene un adjunto por la derecha si y solo si g preserva supremos.

En este articulo trabajaremos con categorias que poseen una operacién asociativa,
conmutativa y con unidad en el sentido de la teoria de categorias, es decir, salvo
isomorfismo natural, generalizando asi la nocién clasica de monoide.

DEFINICION 2.8. Una categoria monoidal simétrica es una categoria V junto con:
(1) un funtor ®: ¥V x V — V llamado producto tensorial,
(11) un objeto I llamado el objeto unidad,

(1) para todos los objetos X,Y, Z en V, isomorfismos naturales

maxyz: (X®Y)®Z = X ® (Y ® Z), lamados asociadores,
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m [x: I ® X — X, llamados unitores izquierdos,
= rx: X ®I1 — X, llamados unitores derechos,
= yxy: X ®Y =Y ® X, llamados simetrias,

sujetos a ciertas condiciones de coherencia que se expresan mediante diagramas
conmutativos (véase [8, Section 1.1] para una definicién completa).

Como, en nuestro caso, trabajaremos con categorias monoidales delgadas, estas
condiciones se satisfacen automaéticamente, por lo que no es necesario incluir los
diagramas que expresan las condiciones de coherencia.

EJEMPLOS 2.9. (1) La categoria Set es monoidal simétrica, tomando el producto

(1)

(111)

cartesiano x como el producto tensorial y el conjunto con un tinico elemento,
{*}, como el objeto unidad.

Recordamos que si A 'y B son dos grupos abelianos, su producto tensorial AQ B
es un grupo abeliano que reduce el estudio de las aplicaciones bilineales al de
los homomorfismos. Mas concretamente, si A y B son grupos abelianos, existe
un dnico grupo abeliano (salvo isomorfismo) A ® B y una aplicacién bilineal
®: Ax B— A® B tal que si P es un grupo abelianoy f: A x B — P es una
aplicacién bilineal, entonces existe un inico homomorfismo g: A ® B — P tal
que el siguiente diagrama conmuta:

AxB—2%  , A®B

N

Con esta nocién de producto y tomando I igual al grupo trivial 0, se tiene
que Ab es una categoria monoidal simétrica.

Observaremos mas adelante que el conjunto 2, considerado como una categoria,
es una categorfa monoidal simétrica de gran relevancia, tomando el producto
tensorial y el objeto identidad de la siguiente formas:

020=100=001=0, 1@1=1, I=1.

El ejemplo anterior es un caso especifico de un conjunto preordenado donde los
infimos por pares y el elemento maximo existen. Si consideramos la categoria
dada por un conjunto preordenado (X, <) con infimos por pares y con un ele-
mento maximo T, entonces este puede ser dotado de una estructura monoidal
simétrica donde s @y=axAyel =T

Sea [0, +00] el intervalo de niimeros reales no negativos incluyendo el infinito, y
considerémoslo equipado con su orden usual. Por razones que quedaran claras
més adelante, estamos interesados en el conjunto ordenado dual [0, 400]°P.
En [0, +00]°P consideramos la operacién + dada por la suma de dos nimeros
reales, y t + 0o = 0o + s = oco. Es facil comprobar que ® = + define una
estructura monoidal simétrica en [0, +00]°P cuya unidad es 0.
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Centrémonos por un momento en el ejemplo 2.9 (1), es decir, la categoria Set
con el producto tensorial dado por el producto cartesiano. Dado un conjunto A,
consideramos el funtor (—) x A: Set — Set que envia un conjunto B al producto
B x A. Nétese que las aplicaciones de la forma B x A — C estan en correspondencia
biyectiva con aplicaciones B — Set(A, C); es decir, existe una biyeccion

Set(B x A, C) = Set(B, Set(A4, C)).

De ello se sigue facilmente que el funtor (—) x A posee un adjunto por la derecha
dado por Set(A,—): Set — Set que envia un conjunto C' a Set(A4,C). No toda
categoria monoidal V satisface que el funtor (=) ® X : V — V admite un adjunto por
la derecha para todo objeto X de V. Sin embargo, aquellas que si lo cumplen, como
Set, desempenian un papel fundamental en lo que sigue. Esta propiedad se formaliza
en la siguiente definicién (ver [5]).

DEFINICION 2.10. Sea V una categoria monoidal simétrica. Se dice que V es una
categoria monoidal cerrada si para todo objeto X de V, el funtor (-) @ X:V =V
tiene un adjunto por la derecha, denotado como [X,—]: V — V.

Asi, en una categoria monoidal cerrada V cada par de objetos (X,Y’) tiene aso-
ciado, ademds de un conjunto de morfismos V(X,Y’), un objeto de morfismos en V,
el objeto [X, Y] denominado hom interno. Por ejemplo, Set (ver el ejemplo 2.9 (1)) es
una categoria monoidal cerrada donde el hom interno [X, Y] es el conjunto Set(X,Y").
Asimismo, es facil comprobar que en el caso Ab (ver el ejemplo 2.9 (11)) la estruc-
tura monoidal es cerrada. Para ello, dados dos grupos abelianos A y B, definimos
[A,B] = Ab(A, B). Como el conjunto de homomorfismos de grupos A — B tiene
estructura de grupo abeliano bajo la suma puntual, se tiene que [A4, B] € Ab, y por
tanto define un funtor [A, —]: Ab — Ab, que es adjunto por la derecha del funtor
(—)® A. Sin embargo, existen categorias monoidales cerradas, como las que veremos
a continuacién, en las que el objeto hom de un par de objetos posee una estructura
muy diferente a la del conjunto hom asociado.

Las categorias monoidales simétricas cerradas con las que trabajaremos mayori-
tariamente en este texto son los cuantales conmutativos unitarios [6, Section 2.3].
Recordemos (ejemplo 2.3 (v)) que un conjunto preordenado (X, <) puede ser consi-
derado como una categoria delgada cuyos objetos son los elementos x € X y donde
hay un dnico morfismo  — y si y solo si z < y. En el ejemplo 2.9 (1v) hemos
observado que si requerimos la existencia de infimos por pares y elemento méaximo,
entonces esta categoria puede ser dotada de una estructura monoidal simétrica.

Veamos ahora cémo generalizar esta situacion y dotar a un reticulo completo de
una estructura monoidal simétrica cerrada (nos restringiremos a reticulos comple-
tos por razones que entenderemos a continuacién). Siguiendo la numeracién de la
definicién 2.8, si (X, <) es un reticulo completo, una estructura monoidal simétrica
viene dada por: (1) una aplicacién mondtona *: X x X — X y (11) un objeto unidad
e € X. Las condiciones (111) de asociatividad, unidad y simetria se traducen en

ax(bxc)=(axb)xc, axe=exa=a, axb=bxa,
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respectivamente, para cualesquiera a,b,c € X. Analicemos qué significa que la es-
tructura sea cerrada. Como hemos indicado después de la definicién 2.7, al desarro-
llar el ejemplo 2.3 (V), el teorema del funtor adjunto establece que una aplicacién
mondtona entre reticulos completos tiene un adjunto por la derecha si, y solo si,
preserva supremos. Asi, la estructura monoidal simétrica es cerrada si y solo si el
funtor (—) *xb: X — X preserva supremos.

En sintesis, un cuantal conmutativo unitario X se puede definir como un reticulo
completo con una estructura monoidal simétrica cerrada, o alternativamente, como
un reticulo completo junto con:

(1) una operacién asociativa y conmutativa *: X x X — X que preserva supremos
en cada variable,

(11) un elemento e € X tal que a *x e = a para todo a € X.

En el ejemplo 2.9 (v) hemos visto que [0, +00]°? es monoidal y simétrica. Evi-
dentemente, (—)+t preserva supremos, por lo que [0, +00]°? es, de hecho, un cuantal
conmutativo unitario, llamado el cuantal de Lawvere.

Las categorias monoidales cerradas son de gran importancia, puesto que son aque-
llas que sirven como base de enriquecimiento de otras categorias, como explicamos
a continuacién.

3. TEORIA DE CATEGORIAS ENRIQUECIDA

3.1. INTRODUCCION

Dos objetos cualesquiera A y B de una categoria C tienen asociado un conjunto
C(A, B) de morfismos de A en B. Sin embargo, en multitud de situaciones, este
conjunto posee alguna estructura adicional, pudiendo ser, por ejemplo, un grupo
abeliano, un conjunto ordenado, etcétera.

La teoria de categorias enriquecidas es la extensién natural de la teoria de cate-
gorias que modela esta situacién y fue esencialmente introducida por Kelly ([8] es
la referencia introductoria habitual). Asi, la principal idea reside en considerar es-
tructuras similares a las categorias con la diferencia de que los morfismos entre dos
objetos cualesquiera forman, en lugar de meramente un conjunto, un objeto de otra
categoria, llamada base del enriquecimiento y denotada habitualmente por V.

La nocién de categoria monoidal es esencial para el desarrollo de la teoria de
categorias enriquecidas. En efecto, si C es una categoria usual, la composicion se
puede ver simplemente como aplicaciones

C(B,C) x C(A, B) — C(A,C) (A, B,C en Ob(C)),

es decir, morfismos en Set, que verifican ciertas propiedades. Si el funtor C(—, —) to-
ma valores en una categoria monoidal simétrica V (siempre podemos tomar ¥V = Set),
el producto tensorial ® de V deberia permitir expresar la composiciéon de morfismos
de C mediante morfismos en V,

C(B,C)®C(A,B) — C(A,C) (A, B,C en Ob(C))
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que verifican ciertas propiedades de coherencia, surgiendo asi la nocién de categoria
V-enriquecida.

En este sentido, cabe destacar que parte del trabajo que condujo hasta alcanzar
la nocién correcta de categoria monoidal fue realizado por MacLane, con su célebre
teorema de coherencia [11], junto a otros autores como Bénabou [2] o Linton [10].

La introduccién de la teoria de categorias enriquecidas supuso un importante
avance tanto en la teoria de categorias en si misma como en otras areas. A continua-
cién mencionamos brevemente dos ejemplos exitosos. Las categorias enriquecidas
sobre Cat son, esencialmente, categorfas C tales que C(A, B) es una categoria pa-
ra cada par de objetos A y B. Asi, C posee morfismos entre morfismos llamados
2-morfismos. Este tipo de categorias son conocidas como 2-categorias. Ademas uno
puede reiterar esta construcciéon, dando lugar a las 3-categorias, 4-categorias. ..,
n-categorias y, mas generalmente, al area de las categorias de dimensién superior,
que han demostrado ser muy ttiles como marco conceptual de la topologia algebrai-
ca moderna en relacién a la teoria de homotopia. La idea inicial es, moralmente,
que las aplicaciones continuas son los morfismos, y las homotopias entre ellas son los
2-morfismos; referimos a [1] para una introduccién al drea.

Otro ejemplo importante es el de las categorias enriquecidas sobre Ab, llamadas,
a menudo, categorias preaditivas. Estas constituyen el primer paso esencial en el
estudio de las categorias abelianas, que son precisamente categorias preaditivas con
biproductos finitos y que posee suficientes ntcleos y conticleos; véase [7] para la
definicién de estos conceptos. Destacamos que las categorias abelianas son uno de
los conceptos fundamentales del dlgebra homodlogica.

3.2. DEFINICION Y PROPIEDADES

Las ideas reflejadas en la subseccién 3.1 se pueden expresar formalmente como
sigue:

DEFINICION 3.1. Sea V una categoria monoidal simétrica cerrada. Una categoria A
enriquecida sobre V (o una categoria V-enriquecida) es una estructura que consta de:

(1) una clase de objetos, denotada Ob A,

(11) para cada par de objetos A y B de A, un objeto A(A, B); denominado objeto
de morfismos de A en B,

(1) para cada terna (A, B, C) de objetos de A, un morfismo en V,
OABC: A(37 C) ® A(A, B) - A(A’ C)a

denominado morfismo composicion,
(1v) para cada objeto A de A, un morfismo e4: I — A(A, A) de V,

que verifican las siguientes propiedades:
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= la composicién es asociativa, es decir, cada uno de los diagramas

A(C, D) ® (A(B,C) ® A(A, B)) —12%429, A(C, D) ® A(A,C)

w}

(A(C, D) ® A(B, 0)) @ A(A, B) ———— A(B, D) ® A(A, B)

es conmutativo, siendo A, B, C'y D objetos cualesquiera de A;

= para cualesquiera objetos A y B de A, el diagrama

A(B,B) ® A(A, B) 2225 A(A, B) &4 B) ® A(A, A)
eB®1dT / \ Tld@EA
I® A(A,B) AA,B)®T

es conmutativo, es decir, la composicion es unital.

Observamos que como en nuestro caso de interés trabajaremos con categorias
delgadas, los diagramas de asociatividad y unitalidad se cumplen automaticamente.

Observacion 3.2. Diremos que A es una categoria V-enriquecida pequeria si Ob A es
un conjunto.

Antes de pasar a los ejemplos, definimos también la versién enriquecida de la
nocién de funtor:

DEFINICION 3.3. Sean A y B categorias V-enriquecidas. Un V-funtor F: A — B
viene dado por:

(1) una asignacién Ob(.A) — Ob(B) que denotaremos como A — F(A),

(11) junto con una coleccién de morfismos de V
vaa: A(A A" — B(F(A), F(A")),

indicada por los pares (A, A’) de objetos de A, de manera que la composicién y
las identidades se respetan, es decir, los siguientes diagramas conmutan en V:

A(A A @ A(A, A faarar A(A, A"
Vprpn ®VAA/J, J(VAA” (2)
B(F(A'), F(A")) @ B(F(A), F(A")) B(F(A), F(A"))

—>
OF(A),F(A’),F(A") —

1

R o

A(A,A) —— B(F(A), F(A)).

VAA
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Claramente, las categorias pequefias V-enriquecidas y los V-funtores forman una
categoria que denotaremos como Cat(V).

En los siguientes ejemplos, describimos la nocién de categoria enriquecida sobre
las diferentes bases dadas en los ejemplos 2.9.

EJempPLOS 3.4. (1) Tal y como hemos expuesto en la discusién al inicio de esta

(1)

(111)

seccién, las categorias Set-enriquecidas son simplemente las categorias (local-
mente pequenas, véase la observacién 2.2).

La categoria Ab esté enriquecida sobre si misma. A saber, dados grupos abelia-
nos Ay B, el conjunto Ab(A, B) de homomorfismos de A en B forma un grupo
abeliano bajo la suma puntual. Ademaés, dados grupos abelianos A, By C, de-
bemos establecer el homomorfismo oapc: Ab(B,C) ® Ab(A, B) — Ab(A4, C).
Por la propiedad universal del producto tensorial en Ab, esto es equivalente a
definir una aplicacién bilineal Ab(B, C) x Ab(A, B) — Ab(A, C). Pero esta cla-
ro que la composicién usual (g, f) — go f cumple esa propiedad. Finalmente, el
homomorfismo 0 — Ab(A, A) manda el Gnico elemento de 0 a la identidad Id 4.
Los diagramas de asociatividad y unitalidad se comprueban facilmente.

Utilizando un argumento similar, podemos ver que las categorias enriquecidas
sobre Ab son precisamente aquellas categorias C con la propiedad adicional de
que para cada par de objetos A y B de C, el conjunto C(A, B) tiene estruc-
tura de grupo abeliano y que la composicién en C es una operaciéon bilineal.
A menudo, estas categorias se denominan categorias preaditivas, y constitu-
yen el primer paso esencial en el estudio de las categorias abelianas (ver la
seccién 3.1).

Consideremos el conjunto ordenado 2 = {0 < 1} con la estructura monoidal
cerrada dada por el infimo. Una categoria 2-enriquecida viene dada por un
conjunto X y una aplicaciéon p: X x X — 2 que cumple

p(y,z) Ap(z,y) <p(z,2),  plr,z)=1, Va,y,z€ X (4)

(obsérvese que los diagramas de asociatividad y unitalidad se cumplen trivial-
mente puesto que 2 es una categoria delgada). Ademds, podemos identificar
la aplicaciéon p: X x X — 2 con un subconjunto de X x X, es decir, con
una relacién en X. Bajo esa identificacién, las propiedades (4) se traducen
en la asociatividad y reflexividad de la relacién en cuestién. Por lo tanto, ca-
tegorias 2-enriquecidas y predrdenes son conceptos equivalentes. Ademas, los
2-funtores entre conjuntos preordenados son precisamente las aplicaciones mo-
nétonas (nétese que como en V = 2 existe a lo sumo un morfismo entre dos
objetos, los diagramas (2) y (3) se verifican automdaticamente). En lenguaje
categdérico, se tiene por tanto un isomorfismo de categorias

Cat(2) = Preord .

En este sentido, la teoria del orden es una rama de la teoria de categorias
enriquecidas.
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También se pueden definir nuevas categorias V-enriquecidas a partir de otras
categorias:

EJEMPLOS 3.5. (1) Dada una categoria V-enriquecida A, podemos construir su
categoria V-enriquecida dual A°P cuya clase de objetos es la misma que la de A
y donde A°P(A, B) := A(B, A) para todos los objetos A y B. Los morfismos
o4 ge se definen utilizando esencialmente la simetria de V y estan dados por
la composiciéon

AP(B,C) @ A?(A, B) = A(C,B) ® A(B,A) —— A(B,A) ® A(C,B)

A
‘/OCBA

A(C,A) = AP(A,C).

(1) Dadas V-categorias A y B, podemos construir la V-categoria producto A ® B
cuyos objetos son pares (A, B) donde A € Ob(A) and B € Ob(B) y

(A ® B) ((Av B)’ (Alv B/)) = A(A’ A/) ® E(B, B/)'
Los morfismos que dotan a A4 ® B de una composicién se definen nuevamente
utilizando la existencia de la simetria en V.

(1) Una categoria monoidal simétrica y cerrada ) siempre puede ser vista por
si misma como V-categoria. Mas precisamente, los objetos de esta categoria
enriquecida son los mismos que los de V, y para todo par de objetos A y B
de V, definimos

V(A,B) :=[A, B],

usando la notacién de la definicién 2.10.

3.3. ESPACIOS METRICOS COMO CATEGORIAS ENRIQUECIDAS

El siguiente es el ejemplo central en este articulo, y se trata de la exposiciéon de
una brillante idea de Lawvere [9] relacionando dos dreas aparentemente inconexas
de las matematicas: la teoria de categorias y la teoria de espacios métricos.

Utilizaremos una nocioén ligeramente mas general de espacio métrico que no re-
quiere de simetria y cuya distancia puede tomar el valor infinito, aunque, si el lector
lo desea, siempre puede restringir nuestra discusion a los espacios métricos en el
sentido més habitual. Un espacio métrico generalizado es un par (X,d) donde X
es un conjunto y d: X x X — [0,400] es una aplicacién que cumple las siguientes
condiciones:

(1) d(z,x) =0 para todo z € X,

(11) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para cualesquiera z,y,z € X (desigualdad triangu-
lar).
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Las aplicaciones entre espacios métricos generalizados son las habituales aplicaciones
no expansivas, es decir, las aplicaciones f: X — Y tales que

dy (f(x), f(2')) < dx(z,2"),

para cada z,x’ € X. Espacios métricos generalizados y aplicaciones no expansivas
forman una categoria que denotaremos como Met.
En este contexto, presentamos el resultado fundamental de esta seccion:

TEOREMA 3.6. Las categorias [0, +00]°P-enriquecidas son precisamente los espacios
métricos generalizados. Ademds, los [0,+00]°P-funtores entre [0, +00]°P-categorias
enriquecidas son precisamente las aplicaciones no expansivas. Por lo tanto, se tiene
un isomorfismo de categorias

Cat([0, +00]??) = Met.

DEMOSTRACION. Recordemos que la estructura monoidal en [0, 400]°P estd dada
por la suma de ntmeros reales, y que la unidad es el ntimero real 0. Siguiendo la
numeracién de la definicién 3.1, una categoria [0, 4+00]°P-enriquecida viene dada por
(1) un conjunto X; (1) para cada dos elementos z,y € X un elemento d(z,y) de
[0, 4+00]; (111) para cada terna z,y,z € X un morfismo en [0, +00]°?,

d(y,z) +d(z,y) = d(z, 2)

(como el orden es dual, esto se traduce en la desigualdad d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2));
y (1v) para todo x € X un morfismo 0 — d(z,z) en [0, +00]°” (como el orden es
dual, esto se traduce en la desigualdad d(z,z) < 0). Los diagramas de asociatividad
y unitalidad se cumplen trivialmente porque [0,400]°? es una categoria delgada.
En otras palabras, una categoria [0, +00]°-enriquecida es precisamente un espacio
métrico generalizado.

Identifiquemos a continuacién la nocién de [0, +00]°P-funtor. Siguiendo la nume-
racién de la definicién 3.3, un [0, +o00]°P-funtor (X,dx) — (Y, dy) consta de (I) una
aplicacién f: X — Y y (1) para cada par de elementos z,z’ € X, un morfismo
en [0,400]?, dx(z,2’) — dy (f(z), f(z')) (como el orden es dual, esto se traduce
en la desigualdad dy (f(x), f(z')) < dx(z,z")). Los diagramas (2) y (3) conmutan
trivialmente. Por lo tanto, los [0, +00]°P-funtores coinciden con las aplicaciones no
expansivas. O

En particular, la teoria de espacios métricos es una rama de la teoria de categorias
enriquecidas.
Observacion 3.7. Dado que [0,400]°? es un ejemplo de cuantal conmutativo uni-
tario, cabe mencionar que las categorias enriquecidas sobre cuantales conmutativos
unitarios presentan una estructura similar. Mas concretamente, siguiendo el mismo
razonamiento, si £ es un cuantal conmutativo unitario, una categoria Q-enriquecida
es simplemente: (I) un conjunto X, y (1I) para cada par de elementos x,y € X, un
elemento p(z,y) € Q tal que

e <p(x,x), py,2)*plx,y) <p2),
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para cualesquiera z, y, z € X. En resumen, una categoria Q-enriquecida es una dupla
(X,p), donde X es un conjunto y p: X x X — 9 es un aplicacién con las siguientes
propiedades:

(Q1) e < p(z,z) para todo x € X,

(Q2) p(y, 2) * p(z,y) < p(x, z) para todo x,y,z € X.
Por otro lado, si (X,p) y (Y, q) son dos categorias Q-enriquecidas, un Q-funtor es
una aplicaciéon f: X — Y tal que

p(z,2) < q(f(z), f(z")),
para todo x,z’ € X.

En conclusién, el teorema 3.6 abre la puerta a estudiar la teoria de espacios mé-
tricos utilizando resultados mds generales propios de la teorfa de categorias (esta
especializacion no ha de infravalorarse: en la teoria de espacios métricos uno tra-
baja con conceptos como sucesion, convergencia o limite, mientras que en teoria de
categorias uno desarrolla conceptos de manera diagramética abstracta, y no deja
de ser sorprendente que todos estos conceptos y resultados sean interdefinibles pese
a originarse desde puntos de vista muy diferentes). Y, viceversa, también se puede
utilizar la teoria de espacios métricos como guia para desarrollar la teoria de cate-
gorias y extender resultados originales sobre espacios métricos a otras areas de las
matematicas (por ejemplo, a contextos més algebraicos como el de las categorias
preaditivas).

El resto de este articulo estd dedicado a presentar un ejemplo concreto que ilustra
esta transferencia de informacién. Veremos cémo la completitud de Cauchy (en el
sentido habitual del anélisis matemdtico) puede ser interpretada como la respuesta a
una pregunta natural desde una perspectiva puramente categorica; y descubriremos
el significado de esta nocién cuando esta se traslada a categorias enriquecidas sobre
otras bases.

4. DISTRIBUIDORES ADJUNTOS

Esta seccién estd dedicada a presentar el marco categérico que nos permitira
reinterpretar la convergencia de las sucesiones de Cauchy en espacios métricos ge-
neralizados. Méas precisamente, veremos que dicho problema equivale a caracterizar
funtores adjuntos en una nueva categoria que introduciremos a continuacién: la ca-
tegoria de distribuidores sobre un cuantal.

4.1. DISTRIBUIDORES

Intuitivamente, un distribuidor es a un funtor entre categorias enriquecidas lo que
una relacion es a una aplicacién entre conjuntos. Mds precisamente, una relacién de
un conjunto A a un conjunto B se puede ver como una aplicacién A x B — 2. Asi,
la siguiente definicién® extiende esta idea a categorias enriquecidas reemplazando la
base del enriquecimiento 2 por V.

INétese que en la definicién 4.1 el primer factor se dualiza (como en el ejemplo 3.5 (1)); esto es
para que el funtor hom sea un distribuidor, véase el ejemplo 2.5 (1v).
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DEFINICION 4.1. Sea V una categorfa monoidal simétrica cerrada y sean A y B
categorias V-enriquecidas. Un V-distribuidor ®: A & B es un V-funtor

O AP RB =V,

donde A°P? @ B es la categoria V-enriquecida producto (ver el ejemplo 3.5 (11)) y V
estd enriquecida sobre s{ misma como en el ejemplo 3.5 (111).

Si expandimos esta definicién, siguiendo la definicién 3.3, vemos que un V-dis-
tribuidor consta de: (1) una familia de objetos ®(A, B) de V indicada por los pares
(A,B) con A € Ob(A) y B € Ob(B), y (11) un V-morfismo

A(A",A) @ B(B,B') — [®(4, B),®(A', B")],

para cada par de objetos (A, B), (A, B") de Ob(A°? ® B), que verifican las condi-
ciones dadas por los diagramas (2) y (3). Es decir, deshaciendo la adjuncién, un
V-distribuidor es una coleccién de V-morfismos

B(B,B") @ ®(A,B)® A(A",A) — ®(A'", B')

sujeta a la conmutatividad de los diagramas apropiados en V.
En particular, si la base del enriquecimiento es un cuantal conmutativo unitario
£, al ser esta una categoria delgada esos diagramas conmutan de manera trivial, y
un Q-distribuidor ¢: (X, p) + (Y, q) es simplemente una aplicaciéon ¢: X XY — Q
que satisface
a(y,y") * p(z,y) * p(a’, 2) < (@', y) (5)

para cualesquiera z,2’ € X ey, € Y.

Por simplicidad, a partir de aqui nos restringimos al caso donde la base del
enriquecimiento es un cuantal conmutativo unitario.

Igual que las relaciones se representan mediante matrices binarias, un Q-distri-
buidor se puede representar mediante una matriz con entradas en £, cuyas columnas
corresponden a los elementos de X y cuyas filas corresponden a los elementos de Y.
Esta representacion motiva la definiciéon de la composiciéon de distribuidores basan-
dose en el producto matricial, es decir, dados Q-distribuidores ¢: (X,p) & (Y,q) y
Y: (Y,q) & (Z,r) se define una aplicaciéon o p: X X Z — Q

(Woe)(x,2) =\ ¥(y,2)* e(x,y). (6)

yey

Queda como ejercicio al lector verificar que 9 o ¢: (X,p) & (Z,7) es en efecto un
distribuidor y que esta operacién es asociativa.

Ademés, si (X, p) es una categoria Q-enriquecida, como p cumple (Q2), se verifica
la ecuacién (5) y puede ser visto como distribuidor:

LEMA 4.2. Sea (X, p) una categoria Q-enriquecida. Entonces, p es un Q-distribuidor
p: (X,p) & (X,p).
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Ademas, el conjunto de los distribuidores entre (X,p) e (Y,¢) es un conjunto
parcialmente ordenado con el orden puntual, y es facil verificar que la desigualdad (5)
es equivalente a las desigualdades

qgop < ¢
{SDOP<<P~ @

Observacion 4.3. En realidad las desigualdades de (7) son igualdades, ya que

o(r,y) < p(n,y) «plr,z) < \/ o' y) «pla,2') = (pop)(z,y),
r’'eX

y de manera similar para la segunda desigualdad. En otras palabras, si (X,p) es
una Q-categorfa enriquecida, entonces p: (X, p) + (X, p) actiia como identidad con
respecto a la composicion de distribuidores.

Resumiendo, podemos considerar la categoria cuyos objetos son las categorias
-enriquecidas y los morfismos entre ellas son los Q-distribuidores, donde la com-
posicién entre Q-distribuidores estd dada por (6); y de acuerdo a la observacién 4.3

esta composicién posee identidades. Denotaremos la categoria de Q-distribuidores
como Dist(9).

4.2. EL GRAFO DE UN FUNTOR

Hemos definido las categorias Cat(9Q) de categorias Q-enriquecidas, y Dist(Q) de
-distribuidores. Ambas categorias tienen los mismos objetos. Veamos ahora cémo
construir un funtor Cat(Q) — Dist(9Q).

Para ello, dado un Q-funtor f: (X,p) — (Y, ¢q), es facil comprobar que las asig-
naciones

fo: (X,p) % (Y,q), donde fo(x,y) =q(f(z),y),

y

f.: (KQ) R (X,p), donde f.(y7x) ZQ(yvf(x))7
determinan Q-distribuidores, el grafo y el cografo de f, respectivamente. La asigna-
cion f — fo (resp. f — f*), junto con la identidad en los objetos, define un funtor
de Cat(Q) a Dist(Q).

A continuacién describimos la relacién entre el grafo y cografo de un Q-funtor.
Recordemos que la categoria Dist(9Q) tiene la propiedad de que el conjunto de mor-
fismos entre dos objetos estd parcialmente ordenado (bajo el orden puntual) y que
la composicién es mondtona en cada variable. Las categorias que cumplen esta pro-
piedad se denominan localmente ordenadas (en realidad, estas son otro ejemplo de
categoria enriquecida; dejamos como ejercicio al lector comprobar que las categorias
localmente ordenadas son precisamente las categorias Ord-enriquecidas). Si C es una
categoria localmente ordenada, y f: A — By g: B — A son dos morfismos, existe
una nocién natural de adjuncién entre f y ¢ inspirada por las ecuaciones (1). Se
dice que f es adjunto por la izquierda de g (o que g es adjunto por la derecha de f),
denotado como f - g, si

fog<lp y 1lp<gof.
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Es facil comprobar que el adjunto por la izquierda (o por la derecha) de un
morfismo es necesariamente tnico. En esta situacién, tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 4.4. Sea f: (X,p) — (Y,q) un Q-funtor. Entonces, se tiene la adjun-
cion fo 4 f* en Dist(Q).

DEMOSTRACION. Basta ver que fo0 f® < ¢, ya que la otra desigualdad se demuestra
de la misma manera. Como

fe Of.(yay/) = \/ f.(:c,g/) *f'(y,$)7

rzeX

basta ver que
fola,y') * f2(y,2) < q(y,y")
para cualesquiera z € X e y,y’ € X. Es decir,

q(f(x),y") *q(y, f(x)) < q(y,y")

para todo z € X e y,y’ € X, y esto se cumple por la propiedad (Q2) de g. O

Una cuestién categédrica natural que surge de la dltima proposicién es determinar
cuando se cumple su reciproco: dados ¢ 41 dos Q-distribuidores adjuntos, scudndo
existe un Q-funtor f tal que p = fo y 1 = f*?

Como veremos a continuacion, la respuesta a esta pregunta nos permitird ca-
racterizar la completitud de Cauchy tal y como anunciamos al principio de esta
seccion.

5. COMPLETITUD DE CAUCHY

En estd secciéon demostraremos el resultado principal del articulo, y para ello
trabajaremos con espacios métricos generalizados, es decir, categorias enriquecidas
sobre el cuantal [0,+00]°?. En este contexto podemos reproducir las definiciones
clasicas de sucesién de Cauchy o sucesion convergente de los espacios métricos. Asi,
dado un espacio métrico generalizado (Y, d), una sucesion (y,)nen €s una sucesién
de Cauchy si para todo ¢ € (0,400) existe un n(e) € N tal que para cualesquiera
n,m > n(e) se tiene

d(YnsYm) < €.

La sucesion (y,)nen converge al punto limite y € Y si para todo ¢ € (0, +00) existe
un n(e) € N tal que para todo n > n(e), se tiene

dyn,y) <e 'y d(y,yn) <e.

Utilizando la desigualdad triangular se prueba facilmente que las sucesiones con-
vergentes son de Cauchy, y un espacio métrico generalizado es Cauchy completo
cuando toda sucesién de Cauchy es convergente.

Observamos que en el caso de espacios métricos clasicos todas estas nociones se
corresponden con las usuales. Sin embargo, en la definicién de sucesiéon convergente
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hay que tomar ambas desigualdades, ya que en los espacios métricos generalizados
la métrica no tiene por qué cumplir el axioma de simetria.

Antes de demostrar el resultado principal, probaremos un lema técnico que nos
permitird restringirnos al espacio métrico trivial 1 = {*} de un solo elemento.

LEMA 5.1. Sean (X,d') e (Y,d) espacios métricos generalizados, 1 el espacio métrico
trivial y
©
N
(X, d') T (Y, d)

un par de [0, +00]°P-distribuidores adjuntos. Supongamos que para todo par

1 (Y, d)

de [0, +00]°P-distribuidores adjuntos eziste un [0, +00]°P-funtor f: 1 — Y tal que
© = fo y ¥ = f*. Entonces existe un [0, +00]°P-funtor f: X —'Y tal que p = fo y
v=r

DEMOSTRACION. Dado un elemento z € X definimos el par de [0, +00]°P-distribui-
dores adjuntos

b
A
1 (1; (Y. d)

donde ¢, (x,y) = w(z,y) v ¥.(x,y) = ¥(y,z). Entonces, por hipdtesis, existe un
[0, +o0]°P-funtor f,: 1 — Y tal que (fr)e = pu v (fz)® = ¥,. Definamos

f: X =Y, v fo(x).
Esta aplicacién es un [0, +oo]°P-funtor, ya que

d'(a',x) = d(f(x), f(2)) +d' (2, 2) = d(fz (), f(x)) + d'(2', )
= @(z, f(z)) +d' (2, 2) <op (', f()) = d(f(2"), f (),

donde hemos usado la identidad (7) en la desigualdad. Ademads,

fo(z,y) = d(f(2),y) = d(fo(+),y) = pa(*,y) = ¢(z,y),

Concluimos nuestra exposicién demostrando el teorema principal:

TEOREMA 5.2 ([9, p. 163]). Sea (Y,d) un espacio métrico generalizado. Entonces Y
es Cauchy completo si, y solo si, para todo par de [0, +00]°P-distribuidores adjuntos

©
(X, d") = (Y,d)
P

existe un funtor [0, +o00]°P-enriquecido f: X =Y tal que fo =@ y f* =1.
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DEMOSTRACION. Advertimos al lector de que trabajaremos con el orden dual en
[0,400]°P, por lo que durante la demostracién los supremos son en realidad los
infimos de los nimeros reales correspondientes con el orden habitual.

Para el solo si, supongamos que (Y, d) es Cauchy completo. De acuerdo con el
lema 5.1 podemos asumir que X = 1. Por un lado,

0= \/ 1/J(l/, *) + <P(*7y)7

yeyY

luego existe una sucesion (y,)nen tal que

—_

¢(yn7*) +§0(*7yn) Zop E (8)
Por otro lado,
Ay, Y') Zop (po¥)(y,y) = 0(*,y") + ¥ (y, ¥);

en particular, para cualesquiera n, m € N tenemos

1 1

Ay Ym) Zop 95 Ym) + Y (Un: %) Zop — + —,

luego (yn)nen es una sucesiéon de Cauchy. Como (yy,)nen €s convergente, definimos
el funtor f: 1 — Y dado por f(x) = yo, donde yq es el limite de dicha sucesién. En
particular, de (8) y (5) se deduce que

2
E Sop d(ynayO) + @(* yn) op (P(* yO)

para todo n € N, es decir, ¢(*,y9) = 0; y del mismo modo ¥(yo,*) = 0. Por
consiguiente,

Jo(x,y) = d(y0,y) Zop (%, y) + (Yo, %) = p(*,y)

y, por otro lado, en vista de (7) tenemos

Jo(x,y) = d(yo0,y) = d(yo,y) + @(*,90) <op (do@)(*,y) <op (¥, y).

Tgualmente, £*(y, %) = (g, *).
Para demostrar el si, sea (y,)en una sucesién de Cauchy y definamos distribui-
dores p: 19 (Y,d) y ¥: (Y,d) & 1 dados por

ICRT) :ngrfood(yn,y) y Uy, *) =n§glood(y,yn)-

Notemos que por la propiedad (Q2), si (yn)nen €s una sucesién de Cauchy, entonces
para cada elemento y € Y, (d(yn,y))nen ¥ (d(y, Yn))nen también son sucesiones de
Cauchy en [0, 400] con su métrica usual, por lo que ambos limites existen, y ¢ y ¢
estan bien definidos.
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Demostremos primero que ¢ es un [0, +00]°P-distribuidor. Si y,y’ € Y, entonces
dy,y) +¢(xy) = dly,y') + m d(ya,y)
— 7. / ] < 7. / — /
Jm (d(y,y') +dyn, ) <op M d(yn,y') = (. y'),

donde la desigualdad se sigue de nuevo de la propiedad (Q2). Se puede comprobar
andlogamente que 1) es un [0, +oo]°P-distribuidor.
Veamos ahora que ¢ y ¥ son adjuntos entre si. Si y,y’ € Y, tenemos que

(pov)(y,y) = w(xy) + ¥y, *)
= Jm (d(yn,y') + d(y, yn)) <op Ay y/).
Comprobemos ahora que 9 o ¢ = 0. Por definicién,
oelen) = VI (o) + dlon, )
y

Por ello, basta demostrar que para cada € > 0 existe un elemento y € Y tal que

lim (d(y,yn) + d(yn,y)) <e.

n—-+oo

En efecto, como (y,)nen es una sucesién de Cauchy, existe un natural N tal que
para todo n > N se tiene

d(?JN,yn) < 5/3 y d(y’nvyN) < E/Sa

por lo que limy, 4 o0 (d(y, yn) + d(yn,y)) < 2¢/3 < €.
Entonces, como ¢ - 1), existe un [0, +oo]°P-funtor f: 1 — Y tal que ¢ = fo y
v = f*. Finalmente, definamos yo como f(x). De las igualdades

lim  d(yn,y0) = #(*,90) = fe(*,90) = d(f(*),40) = d(yo,y0) = 0,

n——+00
im  d(yo, yn) = ¥ (Yo, *) = f*(vo,*) = d(vo, f(*)) = q(y0,y0) = 0,
n—-+oo
obtenemos que la sucesion (y,)nen converge a yo. O
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