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Perplejidades sobre el conjunto vacio

por

Juan Antonio Navarro Gonzalez

RESUMEN.  Algunas definiciones que involucran conjuntos no estdn claras
cuando uno de ellos es el conjunto vacio. Estudiamos qué convenios hay que
adoptar en tal caso, de modo que las definiciones sean naturales y los teoremas
generales sigan siendo vélidos en ese caso particular.

El conjunto vacio, sin elemento alguno, a primera vista parece obvio y de poca
importancia, y la introduccién de un simbolo para denotarlo es més bien tardia.
El primero que lo hace es George Boole [2, p. 21], que en 1847 lo denota 0, y el
sfmbolo actual (} se introduce por primera vez en 1939 en el libro [3, p. 4] de Nicolas
Bourbaki, seudénimo de un grupo de matemaéticos franceses. André Weil dice en su
autobiografia [17, p. 111] que él era el responsable de ese simbolo: «Mucho después,
mi participacién en esos debates me valié el respeto de mi hija Nicolette, cuando le
dije que yo era personalmente responsable de que se adoptara el simbolo () para el
conjunto vacio, que ella acababa de aprender en el colegio. El simbolo () pertenecia
al alfabeto noruego y yo era el tinico que lo conocia en Bourbakiy.

Sin embargo, a pesar de su insignificante apariencia, el conjunto vacio (al igual
que el muy relacionado nimero 0) es de una fertilidad inimaginable: permite definir
ya un conjunto con un elemento 1 := {(}, un conjunto con dos elementos 2 := {0, 1},
otro con tres 3 := {(), 1,2}, etc., y construir asf los nlimeros naturales, a partir de los
que podemos construir a su vez, con la axiomatica adecuada, los ntimeros enteros,
racionales, reales y complejos.

El conjunto vacio permite desarrollar la practica totalidad de la matematica cléa-
sica; pero incluso cuando los conjuntos involucrados son finitos, a veces el significado
de una definicién no esta claro en el caso del conjunto vacio. Asi, dada una suce-
sién de niimeros naturales ay, az, . . ., el significado de la suma ), _; a; y el producto
[;c; ai es claro para cualquier conjunto finito de indices I C {1,2,...}, pero pueden
surgir dudas cuando el conjunto de indices es I = (). Habra quien dude si un espacio
topolégico vacio es conexo o no, y al hablar del dlgebra C(K') de las funciones reales
y continuas sobre un espacio compacto Hausdorff K, no esté seguro de su signifi-
cado en el caso K = (). El propdsito de este articulo es clarificar cudl ha de ser el
significado razonable de muchas definiciones en el caso del conjunto vacio.

1. OPERACIONES BINARIAS

A veces el teorema fundamental de la aritmética se enuncia «todo entero mayor
que 1 es un niimero primo o bien un tnico producto de nitimeros primos» [1], porque
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se entiende que cualquier producto ha de tener dos o mas factores. Otras leemos
«todo entero mayor que 1 es un tinico producto de ntimeros primos» [18], porque se
entiende que un producto con un unico factor es el propio nimero primo, mientras
que en [6, p. 18] leemos «incluso podemos ir un paso més alld, y considerar el ntimero
1 como un producto «vacio» de primos, adoptando el convenio de que el valor de un
producto vacio es 1. Este es un convenio que es ttil no sélo aqui sino en todas las
matematicas, pues permite incluir en los teoremas generales algunos casos especiales
que de otro modo habria que excluir, o exigirian un enunciado més complicado. Con
este convenio, el enunciado general es que todo niimero natural es un tinico producto
de primos».

En efecto, para definir la suma )

a; y el producto []..; a;, se procede por

iel i€l
recursion: si I, = {i1,...,i,}, entonces se define
E a; == a;, + g a;, H a; = Qp H a;,
icl, i€ln, 1 i€l i€l 1

tomando como caso inicial } 0, ; a; = ai, ¥ [[;e;, @i = i,
Ahora, si se considera el caso del vacio Iy = ), la féormula de recursién

E a; = Q4 + E a;, H a; = A4y Hai,

i€l i€l ielh i€l
muestra que
Sai=0,  JJe=1
i€l i€l

La igualdad log ([],c; a;) = Y,  loga; se satisface incluso cuando I = 0, y para
cualesquiera conjuntos finitos de indices I, J se cumple

Zai+zai: Z a; + Z @iy

iel i€ i€lUJ ielInJ
[ Tloo= I - T o
iel icJ ielUJ ielnJ

En un conjunto con una operacién binaria que admita elemento neutro, este
argumento muestra que lo razonable es suponer que el resultado de la operacion
sobre la familia vacia de elementos es justamente el neutro.

Asi, al considerar uniones de subconjuntos de un conjunto dado X (el neutro es
el vacio) e intersecciones (el neutro es X),

UXi={zeXx:zeX;, Jicd} =0,
i€l
ﬂXi:{xeX:xeXi, Vie ) =X.
€0
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Ademas, en la teoria axiomética de conjuntos, la unién disjunta [[
subconjunto de I x (|J
caciones I — |

el X; es un
el X,;), el producto directo [],.; X; es un conjunto de apli-
X;, y se cumple

[Txi=0  J[xi=1={0}

€0 i€

il

lo que concuerda con que el conjunto vacio () y el conjunto con un tnico elemento 1
sean neutros para estas operaciones: X Ul = X, X x 1 = X.

Por tanto, en una categoria C, las propiedades universales del coproducto [ ],y X;
y del producto [[,;.y X; de una familia vacia de objetos

Homc (HXY) = HHomc(Xi,Y) =1,

i€ i€l
Homc (Y, HX) = HHomC(Y, X;) =1,
€0 €0

afirman que son un objeto inicial y final de C respectivamente, y una categoria con
coproductos (resp. productos) finitos tiene objeto inicial (resp. final).
Asi, en el caso de los espacios vectoriales sobre un cuerpo (el objeto inicial y final

es el espacio vectorial nulo)
ST |
i€l i€l
y concuerda con el convenio usual k° = 0. Igualmente, el grupo abeliano libre Z" =

Z® .. @ Z sobre un conjunto con n = 0 elementos es Z° = 0.
He aqui algunos usos de estos convenios:

1. Morfismos de anillos. Una aplicacién f: A — A’ entre anillos con unidad suele
decirse que es morfismo de anillos cuando

fla+b) = f(a) + f(b), para todo a,b € A,
f(ab) = f(a)f(b), para todo a,b € A,
f=1,

y la condicién f(0) = 0 se omite porque se sigue directamente de la primera
condiciéon. Ahora bien, la segunda condiciéon implica que

flar...an) = f(a1)... f(an), paratodoas,...,a, € A,

y si se supone que esta igualdad se cumple incluso para una familia vacia de
elementos de A, entonces f(1) = 1. Por tanto, un morfismo de anillos es justa-
mente una aplicacién que conserva sumas y productos finitos (eventualmente
vacios).

Anélogamente, todo functor covariante que conserve coproductos (resp. pro-
ductos) finitos también conserva el objeto inicial (resp. final).



296

PERPLEJIDADES SOBRE EL CONJUNTO VACIO

Nimeros primos. A veces [6, 13] los ntimeros primos se definen! por alguna
propiedad natural que también satisface el niimero 1, que se excluye por razones
de conveniencia;? situacién nada satisfactoria para un concepto tan crucial. Sin
embargo, Euclides ya senialaba (libro VII prop. 30) que si un nimero primo
divide a un producto [],.;a; de enteros positivos, entonces divide a algtn
factor, y —con el anterior convenio— la unidad 1 no cumple esta propiedad
cuando I = ), porque el 1 divide a 1 = [],.4a; y no divide a ningtin factor
(no hay factor alguno).

Ideales primos. Normalmente se dice que un ideal p de un anillo con unidad
A es primo cuando p # Ay ab € p = a € p o b € p, de modo que cuando un
producto finito [],.; a; estd en p, se cumple que a; € p para algin indice .
Pero esta tltima condicién, cuando I = (), muestra que 1 ¢ p, de modo que la
condicién p # A es redundante si se admite el producto de la familia vacia de
elementos como un producto finito.

Espacios topoldgicos. El anterior convenio es usado por Bourbaki [4] al definir
un espacio topolégico como un conjunto X con una familia 3t de subconjuntos
de X (llamados abiertos) tal que

a) toda unién de subconjuntos en R también estd en R,

b) toda interseccién finita de subconjuntos en R también estd en R,

y senalar a continuacién que estos axiomas, cuando se aplican a la familia vacia
de elementos de R, implican que § y X estdn en .

. Recubrimientos del espacio vacio. Una familia (U;);e; de subconjuntos abiertos

es un recubrimiento abierto de X cuando (J,.; U; = X. El espacio topologi-
co vacio tiene dos recubrimientos abiertos muy diferentes: un recubrimiento
abierto con un subconjunto abierto (I = {1} y Uy = @), y un recubrimiento
abierto sin subconjunto abierto alguno (I = 0).

Haces. Dar un prehaz de conjuntos P sobre un espacio topolégico X es dar
un conjunto P(U) para cada subconjunto abierto U C X y una aplicacién
rJ: P(U) — P(V) para todo par de subconjuntos abiertos V C U (llama-
da aplicacién de restriccién, y r¥(s) se denota s|y/), de modo que se cumpla
(slv)lw = slw, cuando W CV C U, y s|y = s, para todo s € P(U). En el
primer libro dedicado a la teoria de haces [9], se dice que un prehaz F es un
haz cuando cumple las dos condiciones siguientes:

a) Sea (U;);er una familia de subconjuntos abiertos de X, sea U la unién de
(Us)ier y sean s',s"” dos elementos de F(U). Si las restricciones de s’ y
s" a cualquier U; coinciden, entonces tenemos que s’ = s”.

LEn [6] leemos «Hay algunos niimeros que no admiten ningtin factor propio, y se llaman niimeros
primos. Si el 1 ha de considerarse primo o no es un convenio, pero es més sencillo considerar que el
1 no es primo»; en [13] «Se dice que un ntimero p es primo si p > 1 y p no tiene divisores positivos
salvo 1 y p»; y en el libro VII de Euclides «Un ntimero (aptpos) es una multiplicidad compuesta
de unidades» (de modo que la unidad no es un nimero) y «Un ntimero primo (7wpotos aptduos) es
aquél que sé6lo es medido por la unidad».

2Por ejemplo, si se considera que el 1 es primo, se pierde la unicidad de la representacién de los
enteros positivos en producto de primos.
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b) Sea (U;);cr una familia de subconjuntos abiertos de X, con unién U, y
supongamos que tenemos unos s; € F(U;) tales que, para todo i,j € I,
las restricciones de s; y s; a U; N U, coinciden, entonces existe algin
s € F(U) cuya restriccién a U; es s; para todo i € I.

A continuacién el autor senala «cuando I es el conjunto vacio, la condicion
(b) implica que F(() es un conjunto con un elemento (salvo que los conjuntos
F(U) sean todos vacios, un caso trivial que generalmente excluiremos)». Esta
observacion me parece algo confusa, pero en cualquier caso es claro que el au-
tor considera que el caso trivial F(U) = () (para cualquier subconjunto abierto
U) cumple las dos condiciones anteriores, aunque generalmente se excluya por
convenio. Ahora bien, esas dos condiciones afirman que, dado cualquier recu-
brimiento abierto (U;);c; de un subconjunto abierto U, tenemos una sucesién
exacta de conjuntos

s—=(s|u;) (Si)'—’(si\umUj)
FU) ———= [ F(Uy) [T F(U:nU;)

i€l (si)»—>(sj|UiﬁUj) i,5€1

en el sentido de que
a) la aplicacién de la izquierda es inyectiva,

b) su imagen es el subconjunto de [],.; F(U;) donde coinciden las dos apli-
caciones de la derecha.

En el caso del recubrimiento abierto de U = () con un tnico subconjunto
abierto U; = 0, esta sucesién exacta afirma que la aplicacién de restriccién
F(0) — F(0) es biyectiva, lo que es cierto para todo prehaz; pero en el caso
del recubrimiento abierto de U = () con ningiin subconjunto abierto, I = (J,
tenemos una sucesién exacta

F)—1—1

y obtenemos una biyecciéon F(@) — 1 para todo haz F. Por tanto el prehaz
P(U) = () para todo subconjunto abierto U no es un haz, y queda excluido por
la propia definicién de haz (no es un caso trivial que cumple la definicién y se
excluye por convenio).

7. Bases del espacio vectorial nulo. Toda familia de vectores ey, ..., e, de un k-
espacio vectorial E define una aplicacién k-lineal k™ — E, que es biyectiva
si y sélo si los vectores eq,...,e, forman una base de FE; asi que la familia
de vectores vacia define una base del espacio vectorial nulo, el Gnico espacio
vectorial de dimensién 0.

2. APLICACIONES

En la teoria axiomaética de conjuntos, cada aplicacion f: Y — X se identifica
(por definicion) con su grafica I' = {(y, f(y))}yey C Y X X, y las aplicaciones
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Y — X con los subconjuntos I' C Y x X en que la primera proyecciéon p;: I' = Y es
biyectiva. Cuando Y = (, el tinico subconjunto que cumple tal condicién es T' = (),

X" = Homgets (0, X) =1,

donde XY = Homsgets(Y, X) denota el conjunto formado por todas las aplicaciones
Y — X. El conjunto vacio §) es el objeto inicial en la categoria de conjuntos, y el
conjunto 1 con un dnico elemento es el objeto final, pues hay una tnica aplicacion
Y — 1 incluso cuando Y = ().

Cuando X = (), no existe ' CY x ) = 0 tal que p;: I' — Y sea biyectiva, salvo
cuando Y = (), caso en que podemos tomar I' = §); luego

() cuando Y # ),

0¥ = Hom Y,0) =
sets(¥:0) 1 cuando Y = (),
y la tinica aplicacién § — @ es la identidad, que es biyectiva.
He aqui algunos usos de estos convenios:

1. En aritmética tenemos que 0" = 0 y n® = 1 para cualquier entero positivo n
y, cuando n = 0, el convenio razonable es 0° := 1. En efecto, si |X| denota el
cardinal de un conjunto X, tenemos que |[XY| = |X|YIy

0° = 10" = [0°] = 1| = 1.

Ademés concuerda con que un producto sin factores es 1, y con que el limite

- 1 .
de la sucesién ()% =1/%/n, cuando n — oo, es justamente 1.

2. Sea X,, un conjunto con n elementos. El factorial n! de n es el nimero de
biyecciones X,, — X, v el coeficiente binomial (Z) es el nimero de subcon-
juntos de X,, con k elementos. Como sélo hay una biyecciéon ) — 0, y 0 tiene

un tnico subconjunto con 0 elementos,

0
ol=1 =1
- (o)~

y la igualdad (}) = #Lk), se cumple incluso cuando n = k = 0.

3. Dados dos espacios topologicos X e Y, el conjunto de las aplicaciones continuas
Y — X se denota Hommep (Y, X), de modo que Homrop (B, X) = 1, y vemos
que el anillo C(#) = Homrop (0, R) de las funciones reales y continuas sobre ()
es el anillo nulo 0, con un tnico elemento 0 = 1.

Luego C(0) es el anillo final (hay un Gnico morfismo de anillos A — 0 cualquiera
que sea el anillo A), y la bien conocida biyeccién (donde K y K’ son espacios
compactos Hausdorff)

Hommop (K, K') — Hompg aig (C(K'),C(K)),

se tiene incluso cuando K o K’ es el vacio, porque no hay ningtin morfismo de
anillos 0 = A cuando A # 0 (al ser 0 # 1 en A).
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4. Con estos convenios, las propiedades universales de la unién disjunta [[;.; X;

y el producto directo [];.; Xj,

Homsets | [ [ Xi, Y | = [ | Homsets (X:, V),
i€l i€l

Homsets | V, [ Xi | = [ [ Homsets (Y, X2),
il iel
se cumplen incluso cuando el conjunto de indices I es el vacio, pues en tal caso
los cuatro conjuntos tienen un tinico elemento.

3. ESsPACIOS TOPOLOGICOS

3.1. ESPACIOS TOPOLOGICOS CONEXOS

Como () carece de subconjuntos no vacios, el espacio topoldgico vacio es conexo
de acuerdo con la definicién usual [4]: un espacio topoldgico es conexo cuando no es
union de dos subconjuntos abiertos disjuntos y no vacios.

Sin embargo, en [12, p. 83], Grothendieck dice: «Si consideramos un espacio
topoldgico arbitrario Z, tenemos una aplicaciéon

HHomTop(Z, X;) — Homrep | Z, HXi . (1)
i€l icl
Me pregunto si es biyectiva. Esto significa que toda aplicacién continua Z — [],.; X;

puede factorizarse de modo tinico a través de uno de los X, es decir, existe un tinico
indice i € I tal que el diagrama

f > [lics Xi
Xi
conmuta. Ahora bien, eso es cierto cuando Z es conexo» (subrayado en el original).?
Pero si se considera que el funtor Homrop (Z, —) conserva uniones disjuntas cuan-

do Z es conexo, entonces el vacio no es conexo porque la aplicacién (1) no siempre
es inyectiva, ya que

Homrop (0, X1) U Hommop (0, X2) =111, Hompep (D, X1 U X5) =1,

3F. Gaeta afiade a continuacién en [12] un comentario con una definicién categorial de conexién:
«Recordando que @) es un objeto inicial en Sets, tenemos la siguiente generalizacién en una categoria
arbitraria C. Se dice que un objeto X € Ob C es conexo si y sélo si cuando X se escribe como
suma de dos objetos X', X’ € ObC:
X=X ux",
eso implica que X’ (o X'') es un objeto inicial de C». Pero con tal definicién, también introducida
en [10], [14] y [7], €l vacio es conexo en la categoria Top.
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ni es siempre sobreyectiva, ya que

HHOHlTop(w,Xi) = Q) 5 HOIHTop Q),HXi =1.
i€ i€

. Qué definicién es mas razonable?

La perplejidad se debe a la suposicién implicita de que todo espacio ha de ser
conexo o desconectar, cuando, al considerar los abiertos cerrados de un espacio to-
polégico Z, hay tres posibilidades muy distintas:

1. Tiene un tnico abierto cerrado, a saber Z = ().
2. Tiene exactamente dos abiertos cerrados, a saber Z y () # Z.
3. Existe algtin abierto cerrado no trivial U # 0, Z.

Los espacios conexos son los del segundo caso, y los espacios desconectados son
los del tercer caso; mientras que el espacio vacio ni es conexo ni desconecta. Aqui
la situacién es muy similar a la que tenemos al estudiar los divisores de un entero
positivo n: tiene un tnico divisor (a saber, n = 1), tiene exactamente dos divisores (a
saber, n y 1 # n), o existe algin divisor no trivial d # 1, n; de modo que el ntimero 1
1no es un nimero primo (nimeros con 2 divisores) ni un nimero compuesto (nimeros
con més divisores).

Por tanto, la definicién razonable es decir que un espacio topoldgico Z es conexo
cuando la aplicacién natural

H HOHlTOp(Z, Xl) — HOIHTOP Z, H Xl
il icl
es biyectiva para toda familia finita {X;};c; de espacios topolégicos?.
He aqui algunos usos de este convenio:

1. Las componentes conexas de un espacio topoldgico son los subespacios conexos
maximales. El espacio vacio carece de componentes conexas; pero todo espacio
topoldgico X es la unién X = (J;c; C; de sus componentes conexas incluso
cuando X = (), caso en que I =0 y 0 = (U, C:.

2. Si mo(X) denota el conjunto de las componentes conexas de un espacio topo-
légico X, entonces 7y () = (), y se cumple que

7T0(X (] Y) = 7T0(X) (] WQ(Y),
de modo que el nimero de componentes conexas es una funcién aditiva:

|To(X UY)| = |mo(X)] + |7 (Y)].

4En una categorfa C con coproductos finitos, la definicién razonable de objeto conexo Z
es requerir que el functor Homg(Z, —): C ~» Sets conserve coproductos finitos; en particular
Home (Z, Hie@ X;) =0, donde Hie@ X; es el objeto inicial de C.
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3. La férmula clasica Ho(X,Z) = Z!™X) donde X es una variedad compac-
ta, se cumple cuando X = (), porque |m(0)| = 0. De hecho, como no hay
ninguna aplicacién del n-simplice standard a (), el grupo de las n-cadenas sin-
gulares C,,(0,Z) es el grupo abeliano libre sobre un conjunto con 0 elementos,
Cn(0,Z) = 0, y el complejo de cadenas singulares C, (), Z) es el complejo nulo,
y Ho(w,Z) =0= ZO.

4. Al estudiar los revestimientos de una variedad conexa X, se establece que la
categoria de revestimientos de X es equivalente a la categoria de conjuntos
dotados de una accién del grupo fundamental 71 (X, p). Por lo tanto, la aplica-
ci6n ) — X debe considerarse como un revestimiento de X (aunque a veces se
excluya [8]), pues se corresponde con el (X, p)-conjunto vacio. Por otra par-
te, también se establece que los revestimientos conexos de X se corresponden
con las clases de conjugacién de subgrupos de 71 (X, p); éstos definen revesti-
mientos no vacios de X, asf que ) — X no debe considerarse un revestimiento
conexo de X.

NoTA (variacién de [7, Remark 5.13]). Vamos a ver que la nocién de conexién puede
definirse en una categoria C de varias maneras razonables, que son equivalentes bajo
hipétesis adecuadas.

Sea C una categoria con coproductos finitos (luego con objeto inicial), productos
fibrados finitos y que cumple las siguientes condiciones (a) y (b):

(a) El objeto inicial ) es «vacio»®, y los coproductos finitos X = [[, X; son
disjuntos®.

De esta condiciéon se sigue facilmente que la aplicacion natural

]_[Homc(z, X;) — Homg (Z, HXk> . G > P Oy (2)

k k

es inyectiva para todo objeto Z # ().
(b) Los coproductos finitos conmutan con el producto fibrado”.
Bajo estas hipdtesis se tienen tres formas equivalentes de definir objeto conexo:

TEOREMA. Para todo objeto Z de C son equivalentes las siguientes condiciones:
1. El funtor Hom(Z, —) preserva coproductos finitos.

2. Todo morfismo Z — 1], Xi en un coproducto finito factoriza a través de algin
Xy, es decir, la aplicacion (2) es sobreyectiva.

3. Z#0Vy, siZ=2'11Z", entonces Z' =0 0 Z" = .

5Es decir, el objeto inicial () cumple que todo morfismo 7" — @ es un isomorfismo.

6Es decir, los morfismos diagonales X} — Xj X x X} son isomorfismos (los morfismos naturales
i X — Hj X son monomorfismos), y X; Xx Xy = 0 cuando j # k.

"Es decir, el morfismo natural LL(Xl xsT) — (Hz X;)XgT es un isomorfismo para cualesquiera
morfismos Hl X; =S, T—S.
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3.2. ESPACIOS TOPOLOGICOS IRREDUCIBLES

Un espacio topoldgico es irreducible si no se puede escribir como union finita de
subespacios cerrados propios, y a veces se considera que el espacio topologico vacio
es irreducible [15], mientras que otras se supone que los espacios irreducibles no son
vacios [11]. ;Qué convenio es méds razonable?

Un espacio topolégico Z es irreducible cuando para todo recubrimiento cerrado

finito Z = (J,c; Ai se cumple que A; = Z para algtin indice 4, de modo que, para todo
recubrimiento cerrado finito X = (J,.; X; de un espacio topolégico X, se cumple
U Homrop(Z, X;) = Hompop (Z, U Xi> .
icl iel

Ahora bien, al considerar familias finitas, es razonable incluir la familia vacia; y si la
igualdad anterior ha de cumplirse incluso cuando el conjunto de indices I es vacio,
entonces el espacio vacio Z = () no es irreducible:

U HomTop(ma X’L) = 03
i€l
Hommop (0, U X;) = Homrop (0, 0) = 1.
i€l
Las componentes irreducibles de un espacio topolégico X son los subespacios
irreducibles maximales, y con este convenio el espacio vacio no tiene ninguna com-
ponente irreducible; pero la descomposicién de un espacio topolégico X = J;; C;

como unién de sus componentes irreducibles se cumple cuando X = (), caso en que
tenemos I =0y 0 = U,y Ci-

3.3. ESPACIOS SOBRIOS

El cierre & de cualquier punto x de un espacio topologico X siempre es un subes-
pacio cerrado e irreducible de X, y se dice que X es sobrio [11] cuando todo cerrado
irreducible de X es el cierre de un tnico punto de X. Es dificil imaginar que un espa-
cio Ty que no sea sobrio ({borracho?) pueda jugar algin papel importante en alguna
rama de las matematicas. Quizas salvo las variedades algebraicas introducidas por
Serre en el influyente FAC [16], que casi nunca son sobrias, pero que réapidamente
fueron reemplazadas por los espacios sobrios asociados en la teoria méas general y
natural de esquemas [11].

De hecho, todo espacio topoldgico X tiene asociado un espacio sobrio X?, dotado
de una aplicacién continua natural j: X — X?®, tal que para cada espacio sobrio Y
tenemos una biyeccién

Hommop (X°®,Y) = Homrep(X,Y), f+ foj.
En particular, para todo espacio sobrio Y ha de cumplirse que

Homop(0°,Y) = Homop(0,Y) =1,
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y, cuando Y tiene dos puntos, vemos que ¥ = ). Lo razonable es suponer que () es
sobrio: carece de puntos y de subespacios cerrados irreducibles.

Escorio. En este articulo siempre ha estado presente la ambigiiedad de si es més
razonable decir «el conjunto vacio» o «un conjunto vacio» (en el caso de una catego-
ria, «el objeto inicial o final» o «un objeto inicial o final»), de si todos los conjuntos
vacios son iguales o no, perplejidad que no sé resolver. Ya en 1952, en el Congreso
Croupion des Vosges de Bourbaki [5, p. 1], «les logiciens veillaient: ils apprirent &
Grothendieck que, si tous les ensembles vides sont égaux, certains du moins sont
plus égaux que d’autres; le pauvre en devint fou furieux, et rentra & Nancy par le
premier train»®.
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