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1 INTRODUCCION

Si se pidiera al matematico aficionado, orgulloso vencedor de sudokus y
cubos de Rubik, que mencionase un problema dificil de su querida ciencia,
es posible que se refiriera a un problema aditivo de teoria de nimeros: ;Se
puede escribir alguna potencia k-ésima como suma de dos potencias k-ésimas?
(Fermat), ;Es todo nimero natural suma de 19 cuartas potencias? (Waring),
,Es todo impar mayor que 5 suma de tres primos y todo ntimero par mayor
que 2 suma de dos primos? (Goldbach).

La simplicidad de la suma y la inconmensurabilidad entre enunciado y
dificultad han hecho de este tipo de problemas alimento incombustible de
la literatura de divulgacién. Para el matemaético profesional problemas tan
anecddticos como los anteriores se han mostrado muy fructiferos mas alld de
su valor histérico, ya que en el empeno de su solucién se han creado verdaderas
teorias matemadticas de gran valor y belleza.

En las siguientes paginas nos proponemos describir una técnica analitica
que permite tratar problemas aditivos cuando heuristicamente se esperan
muchas soluciones. Por ejemplo, de la lista anterior se puede aplicar a todos
los problemas menos al primero (las sumas de dos potencias grandes dejan
muchos huecos libres), aunque como es bien sabido no se tenga una solucién
completa del ultimo.

Esta técnica es el método del circulo cuyo nacimiento se remonta a 1918,
cuando Hardy y Ramanujan lo introdujeron en un famoso articulo [Ha-Ra]
para estudiar las particiones. Mas adelante Hardy y Littlewood lo desarrollaron
en varios exitosos trabajos. También es destacable la variante de Kloosterman
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[K1] y sobre todo las contribuciones de Vinogradov, a quien se debe en gran
medida la formulacién actual.

Para los fanaticos de la teoria analitica de ntimeros el método del circulo
es parte de su vajilla de plata y en ella se han servido guisos tan suculentos
como:

e Una férmula asintotica para el nimero de particiones que se convierte
en exacta si se admiten series infinitas.

e La demostracién de que todo natural es suma de cierta cantidad de
potencias k-ésimas cualquiera que sea k (problema de Waring), estiman-
do el ntimero necesario de ellas y obteniendo una aproximacién para el
numero de representaciones.

e La prueba de que todo nimero impar suficientemente grande es suma
de tres primos (teorema de Vinogradov).

e La prueba de que casi todo nimero par (en el sentido de la densidad) es
suma de dos primos.

El no iniciado puede sentirse un poco perplejo al saber que una técnica
analitica es aplicable con tal versatilidad a la teoria de ntmeros. A primera
vista los argumentos con distancias “epsilénicas” a los que nos acostumbra
el andlisis nada tienen que ver con el conjunto discreto por excelencia: los
naturales, y su mas destacado descendiente aritmético: los primos.

El puente que favorece esta conexién es el motor que anima gran parte de
la teoria analitica de nimeros:

extraer informacion a partir de las singularidades

Un ejemplo bien conocido es la teoria que rodea al teorema de los niimeros
primos (el antiguo articulo divulgativo [Ral] puede iluminar més al lector
acerca de la inesperada conjuncién de aritmética y andlisis). Sin entrar en
detalles, Riemann encontré una relacién directa entre el nimero de primos
menores que una cantidad dada y las singularidades de —(’(s)/((s) (donde
((s) es la funcién zeta de Riemann) de forma que un resultado acerca de
la localizacién de dichas singularidades se transforma inmediatamente en un
resultado sobre la distribucién de los primos.

El rasgo distintivo del método del circulo es que, en cierto modo, las singu-
laridades se distribuyen densamente en la circunferencia unidad y se intenta
separar las contribuciones principales. Para respetar el desarrollo histérico
ilustraremos el método con el ejemplo de las particiones (véase [Ji] para otros
aspectos interesantes del problema). No es dificil demostrar que’

[e.e] (e} 1
n _
1+ " =] ==
n=1 m=1
Ml =2™7t = 1428 422 4 2™ 4+ |y al multiplicar estos factores el término

A1 Mt tarmy corresponde a la particién mq + %L Y% +my + - - - + my + 40 VS +my,.
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donde p(n) es el nimero de particiones de n: el nimero de formas en que n
se puede expresar como suma de enteros positivos sin importar el orden ni el
nimero de sumandos, por ejemplo p(4) =5 (porque 4 es 4, 143, 2+2, 1+1+2
y 14+141+41).

El método del circulo comienza con la férmula integral de Cauchy

p(n) = ! Fz) dz donde F(z)= H

T 2mi

1

1—zm’

(1)

m=1

para 0 < r < 1. No podemos aprovechar la singularidad en z = 0 porque el
calculo de residuos nos llevaria al principio, por ello intentamos aproximarnos
a las singularidades salvajes en el borde del disco de convergencia, la frontera
natural de F. Cuando z se acerca a 1, digamos radialmente, F'(z) debe crecer
realmente rapido porque es un “producto infinito de polos de orden 1”. En las
cercanias de z = 1 hay una gran montana exponencial que se puede estudiar
con precision utilizando técnicas de analisis. Si ahora nos dirigimos hacia z =
—1, s6lo la mitad de los factores de F' tiene polos y esto se combina con el hecho
de que el residuo de (1 —22")"! en 2 = —1 es la mitad que el de (1 —2")"! en
z = 1 y se puede probar que la montana en las cercanias de z = —1 tiene la
raiz cuarta de altura cuando estamos igualmente cerca. Asi podriamos repetir
el argumento en las cercanfas de todas las raices de la unidad z = e27/4
donde estan las singularidades, y deducir que la contribucién es menor cuanto
mayor es ¢ (ver Fig. 1).

Si r estd cercano a 1 entonces en los
arcos de {|z| = r} préximos a las sin-
gularidades més grandes se puede apro-
ximar muy bien la contribucién a la in-

tegral (1). Estos son los llamados arcos
mayores con la nomenclatura introduci-
da por Hardy y Littlewood. En el resto
de la circunferencia, los llamados arcos
menores, s6lo vemos “ruido” formado
por la interferencia de singularidades que
son demasiado débiles para manifestarse
contundentemente. En ellos sélo se em-
plea una cota superior para |F'(z)| y se :
espera que estos arcos menores hagan )

honor a su nombre contribuyendo poco a FIG. 1. Curvas de nivel de
(1). Es cierto que podriamos sentir mejor |F'(z)] y algunos arcos mayores
estas singularidades débiles escogiendo r

mas cercano a 1 pero combinarlas requeriria obtener mucha cancelacién en una
suma con multitud de sumandos y cualquier estudiante de céalculo numérico
sabe que la batalla de la precisién estd renida con restar nimeros grandes
préximos.
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Para el lector avido de férmulas, diremos que cerca de la singularidad

en z = 1 se cumple F(2) ~ /(1 — 2)/2m exp(m(1 + 2)/(12 — 12z2)) y que
integrando en el arco |z| = 1 — 7/v6n, |[Arg z| < n=5/7 ya se obtiene la
asombrosa férmula asintética para las particiones

1 m\/2n/3
p(n) YA -

Teniendo en cuenta el resto de las singularidades se obtienen férmulas més
precisas, y en este problema especifico se podria llegar hasta una igualdad
(con una serie infinita) deformando los arcos mayores para que se ajusten a
las curvas de nivel de las “montanas” formadas por las singularidades [Ra2].
Sin embargo en la mayor parte de los problemas los arcos mayores tienen una
medida minuscula en comparacién con los menores y la contribucion de éstos
no es en absoluto desdenable.

Una de las grandes bazas del método del circulo es su versatilidad. En un
contexto general tenemos C C N y queremos saber el nimero de representa-
ciones de N como suma de k elementos de C, esto es,

re(N) ={(c1,¢2,...,ck) eck . N=c+co+ - +c}

Tomando la funcién

ceC

y elevandola a k nos encontramos con que r(/N) aparece como el coeficiente
de una serie,

(F(2))" = ru(n)z".

La ventaja es que ahora utilizando la férmula integral de Cauchy es posible
expresar 7, (V) en funcién de F(z). Se tiene

k
Tk(N):ﬁ &)

dz. (2)

l2|l=r %
De nuevo lo natural es que F(z) sea més singular cuando z — €2™%/¢ con ¢
pequeno, porque asi es mas facil que los exponentes enteros y las frecuencias
racionales resuenen. El estudio de tales resonancias esta intimamente ligado a
la distribucion de los elementos de C médulo g. Por ello el método del circulo
se manifiesta en muchos casos como una especie de principio local-global con
término de error.

En algunos de los trabajos pioneros (especialmente al estudiar particiones
y sumas de cuadrados) tenia su sentido considerar funciones F'(z) dadas por
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sumas infinitas para preservar ciertas propiedades modulares. Vinogradov se
percato de que en la generalidad de los problemas se eliminaban dificultades
técnicas truncando la serie, asi es evidente que (2) todavia se cumple si la
sumacion se restringe a Cy = C N [0, N] y nada impide elegir entonces r = 1,
pues ya no hay singularidades en sentido estricto sino valores grandes. En la
circunferencia unidad se vuelve natural el cambio z = €*™ y, en suma, la
formulacién de Vinogradov de (2) es

1/2
re(N) = / (f(:v))k e(—Nx) dx con f(x)= Z e(cx)

_1/2 ceCn
donde e(t) no es mds que una abreviatura para €™ que utilizaremos en lo
sucesivo. Al haber desenrollado la circunferencia con un cambio de variable,
los arcos mayores pasaran a ser ahora intervalos alrededor de racionales de
denominador pequeno y de nuevo se espera que la contribucion del arco que
contiene a x = 0 sea la mayor.

Entre los numerosos ejemplos que se podrian estudiar, analizaremos con
mas detalle en las secciones siguientes la representacién como suma de primos y
como suma de potencias. Nuestro propdsito no es incluir las pruebas completas
pero si un esquema sustancioso de ellas.

2 GOLDBACH, VINOGRADOV Y EL METODO DEL CIRCULO

“La matemdtica tiene la reputacion,
completamente falsa, de producir conclu-
siones infalibles. Su infalibilidad no es nada
mas que la identidad. Dos veces dos no es
cuatro, es s6lo dos veces dos y eso es lo que
llamamos cuatro para abreviar. Pero el cua-
tro después de todo no es nada nuevo. Y asi
sigue y sigue en sus conclusiones, sélo que
en las féormulas méas complejas la identidad
se oculta de nuestra vista” (Goethe).

Parece sencillo, pero cuando la iden-
tidad se esconde produce grandes que-
braderos de cabeza y mds ain cuando es
Fic. 2. L. Euler imposible llegar a ella desde razonamien-

tos logicos, si no, que se lo digan a los
matematicos de principios del siglo XX, cuando aterrizaban los incompren-
didos teoremas indecidibles. Por fortuna no es esto lo que sucede con la con-
jetura de Goldbach, aunque la comunidad matemdtica ni siquiera sabe si es
posible encontrar los pasos 16gicos adecuados para completar la demostracién.
El enunciado vio la luz en junio de 1742 cuando Christian Goldbach escribié a
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Leonhard Euler la famosa carta donde afirmaba que todo niimero par mayor
que dos es suma de dos primos y todo nimero impar mayor que cinco suma
de tres (considerando al 1 como primo).

Esta conjetura es un claro exponente de la desafiante belleza de las ma-
tematicas, si no jcomo concebir que durante tres siglos un gran ntmero de
matematicos haya dedicado numerosos esfuerzos destinados a demostrar una
afirmacion que aparentemente no tiene mayor utilidad?

Veamos un poco la historia, lo que se
ha logrado y lo que falta por hacer. Du-
rante los siglos XVIII y XIX no hubo avances
resenables debido a que ain no se tenian
métodos adecuados para tratar los compli-
cados problemas aditivos. Sin embargo en el
siglo XX se han sucedido muchos resultados
parciales. En 1923 Hardy y Littlewood emple-
ando el método del circulo lograron demostrar
condicionalmente (bajo la hipdtesis de Rie-
mann generalizada) que todo ndmero impar
“grande” es suma de tres primos. Mds tarde
Vinogradov introdujo algunas mejoras en el
método y en 1937 volvid a probar este resul-
tado pero ahora sin necesidad de suponer ninguna hipétesis adicional.

Como es bien conocido la conjetura binaria contintia siendo hoy un pro-
blema abierto. Con el fin de generar publicidad para el libro “El tio Petros y la
conjetura de Goldbach” en el ano 2000 un editor britdnico ofrecié un premio
de un millén de délares a quien la demostrase antes de abril de 2002. Nadie lo
reclamoé.

En estos momentos al lector le surgird la pregunta natural de si se ha
conseguido algo en el caso par. Pues bien, empleando el método del circulo,
Chudakov, van der Corput y Estermann probaron independientemente en 1938
que casi todo nimero par se puede expresar como suma de dos primos (véase
[Va]). En 1966, Chen mostré utilizando métodos de criba que todo nimero
par lo bastante grande puede escribirse como suma de un primo y un nimero
que tiene a lo mas dos factores primos.

En esta seccion trataremos de explicar las ideas principales del teorema
de Vinogradov: todo numero impar suficientemente grande se puede expresar
como suma de tres primos.

Estimaremos 73(/N'), el nimero de representaciones de un entero, NV, como
suma de tres primos. Si probamos que es mayor que cero para todo N impar
suficientemente grande, el teorema de Vinogradov queda demostrado.

Tomemos la funcién

Fia. 3. .M. Vinogradov

In(@) = elpa),

p<N
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procediendo como en la introduccién obtenemos

1/2
r3(N) = fy(x)e(=Nz)dz.
~1/2

Como ya se ha dicho, el método del circulo consiste en dividir el intervalo de
integracién en dos subconjuntos, los arcos mayores y los arcos menores (los
denotaremos 9 y m respectivamente). Que el método funcione se debe a que
se obtiene una aproximacién muy precisa de la integral en los arcos mayores.
A la vez se consigue que estos arcos sean suficientemente grandes como para
minimizar la influencia de los arcos menores en los que “sélo empleamos una
cota superior” y lo decimos entre comillas porque obtener esta cota no es nada
facil. De hecho, la mayoria de las veces en las que el método del circulo no se
puede aplicar a un problema aditivo es porque no se sabe demostrar que la
contribucién de los arcos menores es mas pequena que la del término principal.

Por lo que se ha visto
hasta el momento del método 200
del circulo, se evidencia clara-
mente que las estrellas de la
pelicula son las singularidades 100}
del integrando. Asi pues, no po-
dremos proseguir sin estudiar-
las en profundidad. Para ello
dibujamos la grafica de la parte
real de fy(x). Alcanza los val-
ores mas grandes en racionales
de denominador pequeno: 1,
1/2,1/3,2/3, ...

Para entender bien la na- 0% oz o5 04 o5 05 07 08 8 1
Euralezg de los picos o es F1G. 4. Parte real de fy(z).
os racionales es necesario que
recordemos el teorema de los
ndmeros primos en progre-
siones aritméticas:

Sea {gqn + a} una progresion aritmética con q y a primos entre si; la
cantidad de primos menores o iguales que x en dicha progresion, w(z;q,a),
cumple:

(234, a) IR
G 5 ) logz”

donde la funcion ¢(q) de Euler indica la cantidad de nimeros menores o iguales
que q y coprimos con €l.
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Utilizando el teorema y teniendo presente que e(1/2) = —1 y e(1/3) +
€(2/3) = —1 es facil ver que
PN (/D) =1 = m(N;2, 1) ~ =y (1/3) = () ~ 5
N N T log N voN N 2log N’

En general, si a/q es una fraccién irreducible, en muchas ocasiones fy(a/q)
es comparable a N/¢(q)log N. Sin embargo, como e(1/4) 4+ e(3/4) = 0 nos
encontramos con que fxn(1/4) no es grande. Esto es debido a que cuatro tiene
factores primos repetidos, (més adelante volveremos sobre este asunto).

Reflexionando sobre la evaluacién que hemos obtenido para fx(z) y sien-
do algo més precisos podemos dar una aproximacién de fy(z) alrededor de
racionales de denominador pequeno.

Vayamos con ello: la “densidad” de los primos entre los naturales hasta
N es m(N)/N ~ 1/log N, con lo cual muy cerca de x = 0 se deberia cumplir
algo asi como

D(x)

f(z) ~ log N

con D(x)= Z e(nz).

n<N
Si estamos muy cerca por ejemplo de z = 1/2, la aproximacién debe ser

D(z —1/2)

)~ = log N

simplemente porque todos los primos, excepto p = 2, son impares y por tanto
e(px) = —e(p(x—1/2)). Si x = 1/3, debemos considerar el hecho de que e(p/3)
es e(1/3) 6 e(2/3) dependiendo de si p =1 (mod 3) o p = 2 (mod 3). Como
por el teorema de los niimeros primos en progresiones aritméticas sabemos que
la mitad de los primos estd en cada una de las dos progresiones aritméticas
que hay modulo tres, se tiene

o)~ (L0132

(z—1/3)
2log N = 2log N '

) Dlz—1/3) = _DQIOgN

De forma general se espera (y de hecho se prueba) que muy cerca de la fraccién
irreducible x = a/q se cumpla

Cq(l)
¢(q)log N

con cq(+) la suma de Ramanujan que en general se define como

o § ()
D 1

fn(z) =

D(x —a/q) + términos de error,

1
(a,9)=
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donde (a, ) es el maximo comun divisor de a y ¢g. Sorprendentemente la suma
se puede “evaluar” (ver teoremas 67 y 272 de [Ha-Wr]):

~ ulq/(q,N))o(q)
«N) == @ N)

siendo p(n) la funcién de Mébius la cual cumple que p(g) = 0 si g tiene algin
factor primo repetido, p(q) = (—1)* si ¢ es producto de k primos distintos y
p(l) =1.

Una vez conocidas las sumas de Ramanujan, evaludandolas en N = 1,
podemos expresar fy(z) como

1(q) -
In(2) e logND(m a/q) + términos de error.
Como p(4) = 0, es légico que antes nos hallamos encontrado con que fn(1/4)
no era grande.

La prueba de verdad para conseguir la aproximacion asintética sélo con-
siste en sumar por partes empleando el teorema de los nimeros primos en
progresiones aritméticas. Los pocos conocimientos que se tienen en la direc-
cién de la hipdtesis de Riemann generalizada se reflejan en que realmente el
término de error no se come al principal sélo cuando ¢ es muy pequenio (como
un logaritmo de N) y z estd realmente muy cerca de a/q.

La funcién D(z) es pequena si x no estd cerca de los enteros, lo que
sugiere que no se pierde mucho aproximando f| (D(z))3e(—~Nz) dx por
f_lﬁg(D(x))‘?e(—Nx) dx. Teniendo esto en cuenta, la parte principal de la
contribucién de los arcos mayores es

x|<e

i’ (@)e(=Na/q) [V/? 5 N K (@)eg(=N)N?
S 5*(q)(log N)? /_1/2 D(z))’e(—Nz) dx 55 (g (o N

Usando las propiedades de ¢,(—N) (véase [Va]) no es dificil escribir esta suma
de funciones multiplicativas como el producto

i (- 52 I (1 525

Ahora sélo falta acotar los arcos menores, lo que no es nada facil. Vino-
gradov logré demostrar que en ellos

max | fy(z)] < CNlog™* N
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para cualquier A (siendo C' una constante que depende de A). Su razonamiento
pasa por un ingenioso argumento de criba que traslada las “ondas” con fre-
cuencias primas a otras con frecuencias enteras cuyas interferencias son més
sencillas de estudiar. Utilizando la acotacion de Vinogradov se tiene

/fN (~Najdr < O N/ | Fa (@) [2dz

y ahora recordando la identidad de Parseval y el teorema de los nimeros

primos,
1/2 N
| @R = 3 1= n
—1/2 pN logN

por tanto la integral sobre los arcos menores es,
N2

Una vez que conocemos la contribucién de los arcos mayores y menores resulta,

N? 1 1 o
r3(N) = W};{V (1 - m) H <1 + m) + términos de error

ptN

El primer producto para N par ‘no funciona”, se anula, y por tanto no se
obtiene ninguna féormula asintdtica en este caso. Ademas como N = p1+pa+ps,
para que N sea par forzosamente algin p; debe ser 2. Suponiendo que p; = 2,

N =24py+p3=—= N —2 =ps+ps,

esto seria la Conjetura binaria de Goldbach, demasiado bueno para ser cierto.
iDonde falla? ; Qué ocurre si se repite el argumento anterior para un N par y
dos primos? A dia de hoy no se sabe demostrar que la contribucién de los arcos
menores sea mas pequena que el término principal (a no ser que se promedie
en N, de ahi los resultados de 1938 para el caso par).

3 E1L PROBLEMA DE WARING

El ntimero 47 no puede escribirse como suma de dos o tres cuadrados. Sin
embargo

47=624+32+12+12=5%2+3% + 32+ 22,

Es sencillo expresar un nimero pequeno como suma de cuatro cuadrados, y
podriamos conjeturar que esta propiedad en realidad se cumple para cualquier
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natural. Probablemente Diofanto conocia ya este hecho aunque no fue publi-
cado hasta 1621 por Bachet. Mas tarde Fermat dijo poseer una demostracién,
de la que sin embargo no tenemos constancia. Finalmente Lagrange publicé la
primera prueba en 1770 (ver [Ha-Wr]), basdndose en trabajos de Euler.

Ese mismo ano, E. Waring afirmé en su libro Meditationes Algebraicae
que esto no era una propiedad especifica de los cuadrados, sino que 9 cubos
o 19 cuartas potencias bastaban para representar todo niimero natural, y en
general que para cualquier nimero k existe un nimero s tal que todo natural
se puede escribir como suma de s potencias k-ésimas. No parece que Waring
tuviera idea de como probar esta conjetura, que a partir de entonces se conoce
como problema de Waring. En principio era mas complicado el caso general
que el probado por Lagrange (k = 2) porque para este ultimo se contaba con
la teoria de formas cuadraticas, que no tenia un equivalente para el resto de
los exponentes. Pero Liouville se percaté de que el caso k = 4 se podia reducir
al Teorema de Lagrange por medio de la identidad

6(zf + a5+ a3 +a)? = > [(@i+z)* + (@ — x;)").
1<i<j<4

De ella podemos deducir que los
niimeros de la forma 6m? se pueden
representar como suma de 12 cuar-
tas potencias, y por tanto todo
multiplo de 6 como suma de 48 cuar-
tas potencias. En general, cualquier
numero lo podemos expresar en la
forma 6n +r con 0 < r <5, y escri-
biendo r como suma de unos vemos
que todo natural se puede escribir
con 53 cuartas potencias.

Tras este resultado se demostraron Fic 5. G.H. Hardy
otros casos con k pequeno y final-
mente, en 1909, Hilbert probé la
conjetura de Waring para cualquier
k (ver [El]). Lo hizo creando identi-
dades como la de Liouville para ca-
da k, usando ideas desarrolladas por
Hurwitz. El problema de estas prue-
bas es que el nimero s de suman-
dos que se consigue es gigantesco en
comparaciéon con k, y ademas ape-
nas se obtiene informacién sobre la Fig 6. J.E. Littlewood
estructura de las respresentaciones.

En 1920 Hardy y Littlewood [Ha-Lil] resolvieron estas dificultades de
forma brillante hallando con el método del circulo una férmula asintética para
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el nimero de soluciones de
b4k 42 =N,

con z; € N. Si denotamos por r(NN) a dicha cantidad, obtuvieron que para
s > k2F~1 se cumple

r(N) ~ pS(N)N&~!

donde p > 0 es una constante, G(N) una funcién que se mantiene entre
dos constantes positivas y representa cierta propiedad aritmética de N, y el
término N*/*~1 surge de forma natural si tenemos en cuenta que hay [N'/¥]
potencias k-ésimas menores o iguales que IV y el resultado de sumar s de ellas
va a estar entre 1 y sN. En particular esta férmula resuelve el problema de
Waring.
Vamos a mostrar un esquema de la prueba de este resultado (la demostracién

completa se puede consultar en [Da2] o [Va]). Comenzamos con la repre-
sentacién

1
T(N):/O (F(x))’e(—Nz)dz, con F(z)= Z e(n*x).

n<NL/Fk

Como siempre, F'(x) tendrd mayor tamano sobre puntos cercanos a los racionales
de denominador pequeno, lo que motiva la divisién

r(N) = /m (F(2)) e(—Na)dz + / (F(2))*e(— Na)da,

donde 9 es la unién de los arcos mayores M, , para 1 < a < g < N ﬁ,
(a,q) =1 con My = [0,]\771*%) u(l- N~Ytag, 1] y en el resto de los casos

Moy = {z €[0,1): |z —a/q| < N7'F5r},

Los arcos menores m son el conjunto complementario de los mayores.

Veamos cémo se comporta F' sobre M, ,. Lo que hacemos es agrupar los
sumandos donde n tenga el mismo resto médulo ¢, porque apuntaran mas o
menos en la misma direccion:

a ark k
FCo+0) =2 e(~=) D e
q r=1 q n=r (mod q)

nSNl/’“

Podemos aproximar la suma interior por una integral, obteniendo

a Nl/k S ) 1
F(=+0)~ Sa,q—/ e(ByF)dy = =L Nx / e(BNUF)du,
q q.Jo q 0
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con

Observamos que cuando estamos muy cerca de un a/q fijo, F' es como una

constante por NY/*. Deduzcamos cudl es la aportacién de la integral sobre el
arco My 4

/m F(z)%e(—Nz)dz ~ Nk% /N_H% (/01 e(ﬁNuk)du> Se( ~ N(B+ g))dﬁ

—14 ==
a,q —-N 2k

~ NE _ N / ]jvkk < / k)du>se(—t)dt.

Es sencillo darse cuenta de que la integral

p= /Z(/Ole(tuk)du)se(—t)dt

es absolutamente convergente para s > k, de donde deducimos que

a

s 195,
/ F(z)’e(—Nx)dx ~ pNE_l—S’qe(—N ).
Moy q q

La suma de las contribuciones de los arcos 9, ; produce
| F@ye-Najda ~ pNE S Z N,
m q<N1/2Fk (a,q)=1

Se puede ver que en S, ;, hay mucha cancelacién, lo que justifica la convergencia
absoluta de la serie

[o.¢] SS a
S(N)=>_ Y —e(-N-)
q=1 (a,q)=1 q

y por tanto la férmula

/zm F(z)’e(—Nz)dz = pN*/*"1(S(N) + o(1)).
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En los arcos menores el tamano de la funcién F(x) va a ser sensiblemente
menor. En particular, se puede probar que
11 _ol—k
max |F(z)| = O(N#1=277),
z€EM

Asi, la aportacion de los arcos menores es

/ Fz)e(—Nz) = O(Ni~
m
y finalmente llegamos a la férmula
r(N) = p&(N)N+ ! +o(Nk ) (3)
para todo s > k2k—1 4 1.
La integral p es la densidad de las soluciones en numeros reales de la
ecuaciéon de Waring. Es decir, si v(y) es el volumen del conjunto

{(xl,...,:US)ER”:y—1/2<xlf+...+xf<y+1/2,xj>0},

entonces se cumple p = lim, . v(y)/ y*/k=1 Por otra parte, se puede probar
que

S(N) = [[ (V)

donde el producto recorre los primos y

d (N)_ lim #{($1,,$5)1§$J Spa7$]f++x§EN(modpa)}
D =

a—00 pa(s—l)

expresa la densidad limite de las soluciones médulo potencias del primo p de
la ecuacién de Waring (densidad en Z,). Esto da cuenta de la influencia de
las congruencias en el nimero de soluciones, y en concreto concuerda con el
hecho de que si la ecuacion de Waring no tiene solucién médulo algtin ntimero,
entonces (V) = 0. Adem4s, la férmula asintética nos dice que podemos encon-
trar N con muchas representaciones simplemente buscando valores que hagan
d,(N) grande para varios primos pequenos, debido a que si p grande d,(N)
se mantiene acotado. Es decir, nos da cierto control sobre la estructura de las
soluciones.

Hardy y Littlewood [Ha-Li2] consiguieron probar la férmula asintética
(3) para todo s > (k — 2)2¥~! + 5, y mejorando ligeramente su argumento
esto se puede rebajar hasta s > 2¥ + 1. Las innovaciones de Vinogradov le
permitieron controlar de manera mas precisa la funcion F' sobre los arcos
menores, consiguiendo (3) para todo s > Ck?log k, donde C' es una constante.
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Volviendo al problema original de Waring, denotemos g(k) al minimo s
tal que todo natural se puede expresar como suma de s potencias k-ésimas.
Vamos a ver que g(k) esta determinado por las particularidades de los niimeros
pequenos. Al comenzar los naturales en el 1, los niimeros relativamente peque-
fios necesitaran muchos 1¥ para ser representados, no se puede jugar con las
potencias anteriores porque no las hay. Por ejemplo, digamos que queremos
expresar 6399 como suma de octavas potencias. Como 6399 < 3%, nos vemos
constrenidos a usar s6lo sumandos 1% y 28 y asi es facil ver que 6399 requiere
279 octavas potencias. Considerando el niimero 2¥[(3/2)*] — 1 en vez de 6399,
se deja al lector verificar que el argumento anterior en general implica

g(k) = 28 +[(3/2)"] - 2. (4)

Cuando N es mas grande, el niimero de potencias necesarias para representarlo
disminuye. De hecho, usando el método del circulo para N grande y estudiando
de forma separada los N pequenos, Dickson [Dil], [Di2] prob6 que (4) es
en realidad una igualdad para k # 4 siempre que se cumpla la desigualdad
(3/2)F —[(3/2)%] <1 —27%[(3/2)¥]. Mahler [Ma] demostré que es cierta para
k suficientemente grande, resolviendo de esa manera el problema de Waring
casi por completo.

De esta forma, se perfila como una cuestion mas interesante el estudio de
G(k), que Hardy y Littlewood definieron como el minimo nimero de potencias
k-ésimas necesarias para representar todo nimero N suficientemente grande.
La férmula asintética prueba que G(k) < 2¥ + 1. En 1935 Vinogradov [Vi2]
probd, sustituyendo la férmula asintdtica por una cota inferior para r(IN),
la desigualdad G(k) < (2 + o(1))klog k. Cuatro anos después H. Davenport
obtuvo G(4) = 16, siendo éste el tinico valor conocido de G aparte del que
se deduce del Teorema de Lagrange (G(2) = 4). En 1942 Linnik probé que
G(3) < 7. En los tltimos anos se han producido importantes avances, usando
como base el método del circulo, principalmente debidos a R.C. Vaughan y
T.D. Wooley (ver [Va-Wol).

Mirando el nimero de representaciones en promedio se deduce facilmente
que G(k) > k + 1. Se pueden conseguir otras cotas inferiores a partir de
congruencias (por ejemplo, G(2) > 3 porque z2 4+ y? + z? = 7 no tiene solucién
médulo 8) y se cree que tomando el maximo de todas ellas se obtiene el valor
exacto de G(k), que en cualquier caso seria siempre inferior a 4k + 1.

AGRADECIMIENTOS:  Queremos agradecer a Elias Baro, Fernando Charro,
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