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La catenaria y su influencia en la arquitectura de Gaudi

por

Alejandro Fernandez Jiménez

RESUMEN. La catenaria es una de las curvas con propiedades més interesan-
tes. Nuestro objetivo con este trabajo es definirla de forma matemaético-fisica y
estudiar alguna de sus propiedades mas importantes, asi como mostrar algunos
de los usos mas relevantes que se le han dado a lo largo de la historia, centran-
donos sobre todo en las originales aplicaciones que le dio Antonio Gaudi.

1. INTRODUCCION

En este articulo nos proponemos estudiar un tipo de curva muy particular, la ca-
tenaria. Comenzaremos presentando esta curva desde un punto de vista matemaético-
fisico y, tras ello, analizaremos su importancia en la arquitectura y cémo explotd
Gaudi sus propiedades en algunas de sus construcciones. El arquitecto catalan fue
el gran responsable de popularizar el empleo de las catenarias en los edificios occi-
dentales, donde eran elementos practicamente anecdéticos hasta el siglo XIX.

Antes de definir este tipo de curvas, y dado que la finalidad dltima de este trabajo
es estudiar los distintos usos arquitecténicos que se han dado a la catenaria, conviene
mostrar cémo se manifiesta en la naturaleza para intentar explicar de dénde viene
la inspiracién para utilizarla en el disefio de edificios.

Supongamos un elemento lineal con masa equidistribuida a lo largo de su longitud
(por ejemplo cuerdas, cables o cadenas), y sostengamos dicho elemento lineal solo
por sus dos extremos. Como cualquier otro cuerpo, al verse sometido a la fuerza de la
gravedad este adopta la forma de una curva concreta. En la literatura cientifica esta
curva se ha denominado catenaria, nombre proveniente del latin catena (cadena).

El anélisis de la forma y propiedades de la catena ha sido desarrollado a lo largo
de varios siglos. Durante el Renacimiento, varios ilustres cientificos se dedicaron a
estudiar el problema de la catenaria e intentaron describir cudl era la silueta de esta
curva. Una prueba de su dificultad es que incluso uno de los cientificos més reputados
de la época, Galileo Galilei, se equivoco al afirmar que la cadena colgante adquiria
la forma de una pardbola, publicando este resultado en su ultimo libro Didlogos
sobre dos nuevas ciencias [5]. Es justo aclarar que Galileo hizo esta afirmacién en
1638, cuando ya contaba con 74 anos, y simplemente se limité a aceptar aquello
que era comunmente admitido en la comunidad cientifica, sin hacer justificaciones
rigurosas. Ademads, al ver una cuerda sujeta por sus dos extremos la intuicién parece
engafiarnos y, efectivamente, esta se asemeja bastante a la forma de una parabola.
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Figura 1: Imégenes que acompaiian a la solucién de Leibniz en Acta Eruditorum (1691).

Si hemos recurrido al matiz «se asemeja» es porque, en el ano 1691, Johann
Bernoulli, Gottfried Leibniz y Christiaan Huygens resolvieron el problema de for-
ma simultdnea e independiente tras haber sido propuesto como reto un afo antes
por Jakob Bernoulli en la revista Acta Eruditorum (véase la figura 1). Obtuvieron
una expresién analitica que servia para describir geométricamente a la catenaria y
publicaron sus soluciones en esa misma revista. Como dato curioso, el interés de
Johann Bernoulli por este problema surgié después de una disputa con su hermano
mayor Jakob, que habia dedicado varios anos y muchos esfuerzos a intentar demos-
trar que era una parabola. Johann, presuntamente con la inica intencién de mofarse,
demostré en una noche que la catenaria no se correspondia con una parabola [7].

Estudiar la catenaria no es solo importante por su destacado papel a lo largo de
la historia; también lo es por sus excelentes propiedades fisicas que pueden ser de
gran ayuda en el Ambito de la arquitectura. Pues, al ser una curva que se comba bajo
su propio peso, tiene la caracteristica de ser el lugar geométrico de los puntos donde
las tensiones horizontales del cable se compensan, careciendo por ello de tensiones
laterales, por lo que la cadena permanece inmévil sin desplazarse hacia los lados. Las
fuerzas que actiian son una fuerza vertical, la de la gravedad, y una tension tangente
a la cadena en cada punto, gracias a la cual se mantiene estirada. Es esta propiedad
la que va a justificar nuestro interés por conocer lo mejor posible a la catenaria, y
todas las enumeradas al comienzo de esta seccién explican su recurrencia en tantas
construcciones; pensemos, por ejemplo, en un puente colgante (véase la figura 2).
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Figura 3: Esquema de fuerzas de la curva de la catenaria.

2. LA ECUACION DE LA CATENARIA

Considérese una cuerda ideal perfectamente flexible e indeformable, con masa
distribuida de manera uniforme a lo largo de su longitud, suspendida en el aire por
sus extremos y sometida tnicamente a la fuerza de la gravedad. Consideremos solo
una parte de la cuerda, el tramo desde el punto A = (0, h), el vértice de la cadena
colgante que se define como el punto de la cuerda més proximo al suelo, hasta B, un
punto (variable) a la derecha A con abscisa x. Este trozo de la cuerda tiene longitud
s(z) y sobre él actian varias fuerzas.

Apoyéndonos en el esquema de fuerzas (véase la figura 3) podemos plantear
varias ecuaciones que nos permitan obtener una expresién analitica para la catenaria.
Tomemos los siguientes datos:

= T la fuerza tensorial que afecta a la cuerda en el punto B;
s Ty la fuerza tensorial que afecta a la cuerda en el punto A;
s 6 el dngulo formado por la fuerza T y la horizontal;

= ) la densidad lineal de la catenaria;
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= h= %, para lo que basta con ajustar la coordenada vertical.

Como ya hemos explicado antes, tanto en el eje horizontal como en el vertical
mantenemos un equilibrio de las fuerzas. Se extraen las siguientes ecuaciones:

ZF”” =T cos(f) — Ty =0, (1)

Z F, =Tsen(d) — \-s(x) =0. (2)

A partir de las igualdades (1) y (2), podemos deducir las ecuaciones que gobiernan
a la catenaria:
T - cos(8) = Ty,

T -sen(f) = X - s(x). ®)

Aprovechamos que la pendiente puede expresarse como % y como la tangente del
angulo 6. Esta relacion, junto a (3), nos permite obtener la siguiente igualdad:
~ A-s(x)

dy
—= = tan(f) =
dx an( ) TQ

(4)

Por otra parte, sabemos que s, la longitud de arco, satisface la igualdad

s(x)z/oz,/u (jg)de. (5)

Entonces, derivando s(x) con respecto al pardmetro x tanto en (4) como en (5),
deducimos la expresion

ds_ () _ T dy
de de) X\ dz?’

y por tanto tenemos que resolver

y'(2) = 7 V/1+y (@),
y'(0) =0,
y(0) = h.

Finalmente podemos concluir que la ecuacién de la catenaria con nuestras con-
diciones iniciales es

Ty A To
=—-cosh|—~-z)——+h.
Y70 (To ) )
Tomando la constante a = % , ¥y como hemos puesto h = % = a, podemos
sustituir esta férmula por
x
y:a-cosh(f).

a
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Al comienzo de este texto hemos hablado de los quebraderos de cabeza que
provocé el intento de demostrar la identificacién de la catenaria con la parabola por
parte de varios matematicos. Ahora, al haber encontrado una expresion analitica,
esta comparacién es mas sencilla y, una vez obtenida una férmula explicita para la
catenaria, es interesante preguntarse como de grande era el error de aquellos que
velan esta curva como una pardbola, y si resulta razonable confundirlas.

Galileo no desatiné demasiado al identificar a la catenaria con la parabola, ya
que, desarrollando cosh(z) en serie de Taylor,

comprobamos que la ecuacién de la catenaria se corresponde con la de una parabola
mas un término de cuarto orden. Por ello, cerca del origen, ambas ecuaciones seran
muy parecidas.

La principal diferencia que podemos encontrar entre ambas curvas corresponde
a sus tangentes. La tangente a la catenaria tiende a la direcciéon vertical mucho mas
rapidamente que la de la pardbola. De hecho, el valor de las derivadas de todos
los érdenes de cosh(x) tiende a infinito cuando  — co. Esta curiosa caracteristica
deberia haber hecho prevalecer a los arcos catenarios frente a los parabdlicos en el
ambiente arquitectonico. Aparentemente, la facilidad para dibujar parabolas frente
a las catenarias provocd que el empleo de estas tltimas fuese bastante reducido hasta
el siglo XIX. No obstante, prescindiendo de sus propiedades fisicas, durante muchos
aflos curvas como las catenarias, pardbolas u otros arcos antifuniculares (todos ellos
muy estables) se consideraron de aspecto poco elegante y, por ello, no fueron usadas
en la arquitectura clésica [4].

Para concluir con esta seccién es curioso resefiar una caracteristica muy particular
que une a la parabola con la catenaria. Si hiciésemos rotar una parabola apoyada
sobre el eje de abscisas su foco dibujaria una «cadena colgantey.

3.  VARIACIONES DEL PROBLEMA DE LA CATENARIA

En ocasiones, el peso que deforma la silueta no es exclusivamente el de la propia
cuerda, sino que puede deberse a cuerpos externos que cuelgan de ella. Este seria el
caso de un puente colgante, para el cual el peso de la cuerda (el cable en este caso),
y el de las «barras» que la unen al tablero, es despreciable en comparacién con
el peso del propio tablero. Sin lugar a dudas, para entender ciertas construcciones
resulta imprescindible calcular la forma que adoptard la cuerda que sirve de sostén a
la estructura. El primer objetivo de esta seccién serd obtener una férmula explicita
para el problema del puente colgante.

Supongamos que el tablero posee una densidad homogénea y sea A su peso por
unidad de longitud. Definimos nuestro sistema de coordenadas de tal forma que el
punto (0,h) sea el punto més bajo de la curva, de manera que h serd la distancia
desde el tablero hasta este punto méas bajo. Debido a que la densidad longitudinal
del tablero sostenido por la cuerda es homogénea, sabemos cual serd el peso al que
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se someterd un segmento cualquiera de la cuerda. Sea (z,y) un punto general por
el que pasa la cuerda (podemos suponer sin pérdida de generalidad, por la simetria
del problema, x > 0). Definimos, para dicho punto, el pardmetro

P(z,y) =Xz,

que representa el peso que debe soportar la seccién de cuerda entre (0,h) v (x,y),
valor que solo depende de la longitud x del segmento de tablero situado justo debajo
de esta fracciéon de cuerda.

Por la segunda ley de Newton deducimos las ecuaciones

T -sen(d) = P(x,y),
T - cos(0) = Ty,
extrayendo asi la relacion clave para resolver este problema:

1

tan(0) =1/ (@) = = - Pla.y).

Ya tenemos planteada una ecuacion diferencial y solo queda dar la condicién
inicial:
y'(x) = 2,
y(0) = h.

La solucién a este sistema es

Az
= ——+h.
y() T2t

En el caso del puente colgante es interesante observar que la ecuacién de la curva
obtenida si que ha resultado ser una parabola, a diferencia del problema que hemos
tratado en la seccién anterior.

Otra situacion en la que tenemos una ligera variacion del problema de la catenaria
es la de la cuerda con una cortina colgando hasta llegar a ras de suelo. Situacién que,
desde luego, no tiene tanto interés como el ejemplo anterior en el que estudidbamos
el puente colgante, pero que también tiene su utilidad.

Supongamos una cortina de densidad uniforme; tal y como haciamos para el caso
del puente colgante vamos a definir nuestro sistema de coordenadas de tal forma que
el punto (0, k) sea el lugar geométrico de la cadena que se encuentra a menor distancia
del suelo, con h la longitud vertical de la cortina en ese punto de minimo. En este
caso el pardmetro peso P que asociamos a cualquier punto (x,y) se puede identificar
con el drea bajo el arco de curva entre sus puntos (0,h) y (x,y) multiplicada por
una constante peso A que dependerd del material utilizado (de nuevo, sin pérdida
de generalidad gracias a la simetria del problema, asumimos = > 0):

P(z,y) = )\/01 y(s)ds.
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Siguiendo la misma metodologia de trabajo, por la segunda ley de Newton existe
un equilibrio de fuerzas:

T -sen(d) = P(z,y),
T - cos(f) = Tp.

Tal y como hemos deducido en anteriores ocasiones,

1

tan(0) = y/(a) = 7-

- P(z,y),

teniendo asi todos los datos necesarios para resolver la ecuacién correspondiente a
la cadena con cortina:

y'(x) = 2 [y y(s)ds,
y'(0) =0,
y(0) = h.

La solucién es, entonces,

y(z) = h - cosh <\/TTOQ:> .

4. EXPLICACION GEOMETRICA DE LA ESTABILIDAD DE LA CATENA-
RIA

En las secciones anteriores hemos encontrado un modelo con el que podemos
deducir la expresién explicita de la catenaria recurriendo a ideas basicas de fisica.
Con él, ya hemos explicado por qué la cuerda colgante se expresa como

a - cosh (2) .

Esto se ha conseguido dando un pequeiio rodeo aprovechando la segunda ley de
Newton.

Si tuviésemos que modificar ligeramente la distribucion de pesos que debe sopor-
tar nuestro arco los calculos, siguiendo esta metodologia, se complicarian demasiado.
No obstante, podemos operar de forma mucho mas directa, comprobar asi que este es
el arco méas estable posible y obtener expresiones para arcos que pretenden repartir
el peso de otra forma. Por ello, comenzaremos esta seccién hablando de un concepto
arquitecténico conocido como formas funiculares, que, ademés de servir para justifi-
car de nuevo la forma de la catenaria, nos permitira extraer un gran abanico de arcos
pensados para cumplir funciones similares a las de la catenaria, pero con pequenas
modificaciones.

Consideremos un sistema de varias masas concentradas unidas por un hilo de
longitud L y peso despreciable (véase la figura 4). Este hilo adoptard una forma u
otra dependiendo de la distribucion de las masas, el valor de cada una de ellas y el
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CINCO CARGAS CATENARIA

Figura 4: Aproximacién de la curva catenaria a través de formas funiculares (Manuel
Canete, todas las imagenes atribuidas a este autor estdn en [2]).

O

0,

Figura 5: Esquema de fuerzas actuando en cada masa puntual.

numero de estas. A medida que aumentamos el nimero de cargas, la forma funicular
tiende a aproximarse a la curva catenaria, pues esta tltima es el caso limite (la idea
intuitiva de aplicar una misma carga vertical en cada punto del hilo). Las curvas
funiculares son el caso discreto de la catenaria.

Supongamos N masas iguales m, concentradas y equidistribuidas. La curva de
equilibrio obtenida puede definirse gracias al angulo 6;, 0 < i < N, que forma cada
segmento de la curva con la horizontal (véase la figura 5).

Vamos a suponer que estamos ante el caso particular (y mds habitual) en el
que ambos extremos del cable se sitian a la misma altura. Situamos el origen de
coordenadas en el extremo izquierdo de la curva, orientamos las horizontales en
el sentido positivo de las x y medimos los angulos yendo de la curva horizontal.
Definimos

N+1 ; :
= si N es impar,

%—1—1 si N es par

(I es el indice en el que empieza «el lado derecho de la curva»). Lo que nos interesa
es observar que

0<6; <m/2 si0<i<I,
—7m/2<60; <0 sil<i<N.
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Senalemos también que, por simetria, Oy_; = —0; (v que, para N par, Oy/5 = 0).

En cada punto i, 1 < ¢ < N, actian las fuerzas de traccién que ejercen los
dos tramos del hilo mas la fuerza peso debida a la masa puntual m que estamos
estudiando. Por la segunda ley de Newton, y teniendo en cuenta que en los puntos
del lado derecho sen8; < 0, se tiene

Ti,1 COS 91'71 = Tz COS 97;,
T;,_1senf;_1 —T;senf; = mg.
Observamos que en todas las componentes la tensién horizontal es la misma. Lla-

mando T, a este ntimero,
T, =T, cosb;. (6)

De la ecuacién en el eje y concluimos que

ﬂ sen 91 Ti+1 sen 91‘4_1 - mg
T T T

(7)

Aprovechando las expresiones (6) y (7), encontramos una relacién para los dngulos
0; y 0;11, obteniéndose
mg
tan 01'_;,_1 = tan 91 — . (8)
T,
Por comodidad definimos v = %2 como el cociente entre el peso de cada elemento
y la componente horizontal de la tensiéon. Iterando la relacién de recurrencia de la
ecuacién (8) llegamos a
tan Oy = tanfy — N~.

Como ya hemos indicado, por simetria sabemos que tanfy = — tan , interesante
propiedad que nos permite escribir

N
tan¢90 = 777

y, mas en general,
(N —2i)y
B ®)

Gracias a (9) podemos determinar una expresién explicita para los N + 1 dngulos:

N — 24
0; = arctan <(Z)V), 1=0,...,N.

tanf; = tanfy — iy =

2

Finalmente, las coordenadas del punto i-ésimo (z;,y;) se obtienen sumando para
j=0,...,i—1 las proyecciones (orientadas) sobre el eje x, d - cosf;, y sobre el eje
y, —d-senf;, donde d = L/(N + 1) es la distancia entre dos elementos consecutivos
(recordemos que L denota la longitud de la curva). Asi obtenemos, finalmente,

i—1 i—1

L L
xi:mjgocosej7 ylzmgsen%
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Para concluir, hemos de hacernos la siguiente pregunta: ;cudl es la relaciéon que
guarda la catenaria con el disefio de los arcos? Consideremos un arco que toma la
geometria de una catenaria invertida, con lo que este arco se encontrard sometido
unicamente a la fuerza de compresion. Analogamente a lo que ocurre con la cadena
colgante, la cual distribuye de manera homogénea su peso, el arco que adopta la
forma de una catenaria invertida reparte la compresion del peso que soporta de
forma totalmente homogénea a lo largo de su estructura. Por ello, esta forma es
ideal para el arco sometido inicamente a su propio peso, ya que no necesitaremos
de elementos externos cuyo unico fin sea el de reforzar la estructura. Ademas, si la
masa no esta equidistribuida, siguiendo el método de funiculares que acabamos de
obtener e invirtiendo la curva (esto recibe el nombre de antifuniculares) podemos
variar ligeramente el arco para que se siga distribuyendo de forma 6ptima el peso.

El dltimo elemento clave que debemos estudiar para comprender la importancia
de este tipo de arcos es el de su estabilidad. Para hacerlo hemos de definir un nuevo
concepto que en la literatura en castellano suele recibir el nombre de linea de empujes
del arco. Este nombre hace referencia a la trayectoria que siguen los empujes en el
interior del arco hasta llegar a los apoyos. La primera definiciéon rigurosa de este
concepto! fue dada por Moseley en 1835 en el articulo [15], donde la llamaba line of
resistance. Esta es la explicacién de Moseley tal y como la presenta Santiago Huerta
en [10] (véase la figura 6 para una mejor comprensién de la cita):

«Sea un macizo de fabrica MNLK, compuesto por un apilamiento de pie-
dras recibidas sin mortero y de cualquier forma. Consideremos ahora un
plano que corta a la estructura y llamemos A a la resultante (empuje)
de todas las fuerzas situadas por encima de dicho plano (A’ y A” en
este caso). Supongamos que esta superficie de corte cambia de forma y
posicién de manera que coincida con todas las superficies de contacto
3b4, 5¢6, 7d8,. .. de los solidos que componen la estructura, y sean B, C,
D, E,... las resultantes, obtenidas en forma andloga a la de A, corres-
pondientes a los distintos planos de interseccién. Para cada una de las
superficies consideradas la resultante tendrd un punto de aplicacién que
debera estar situado dentro de la masa de la estructura. Llamaremos a
este punto centro de empuje de los puntos a, b, ¢, d,. .. »

Tomemos la estructura seccionada por una infinidad de planos (que se correspon-
den con las normales de una determinada curva) y consideremos las intersecciones
de cada una de las resultantes con su plano, es decir, los centros de empujes corres-
pondientes a cada uno de los planos. El lugar geométrico de estos puntos es lo que
definimos como linea de empujes.

Interpretando la definicién de Moseley, y tal y como ya hemos comentado ante-
riormente, la linea de empujes de un arco se refiere a la trayectoria que siguen los
empujes en su interior hasta llegar a los apoyos. Por ello, se asemeja mucho a la
forma invertida de un cable que soporta pesos (el antifunicular). Esto implica que la

1Si se desea profundizar més en el desarrollo matematico de las lineas de empuje, se recomienda
consultar [10], [8] y [15]. Si se busca un enfoque més formal, se puede encontrar en [14].
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Figura 6: Lineas de empuje en un macizo de fabrica. La linea de empujes (linea de
puntos) es el lugar geométrico del punto de paso de la resultante por un sistema
de planos de corte dados. Estos planos de seccién pueden corresponderse a juntas
reales o imaginarias. Moseley denominé linea de resistencias a dicha curva y linea
de presiones a su envolvente, la cual define la direccién de los empujes. (Ilustracién
tomada de [16].)

condicion geométrica de estabilidad de un arco de fabrica es que la linea de empujes
esté contenida en su interior.

Este principio ya fue intuido por Hooke (hacia 1670), que escribfa: «Del mismo
modo que cuelga un hilo flexible, asi, pero invertido, se sostendra el arco rigido».
Gregory, algunos anos después (en 1698), mejoraba este enunciado afirmando: «Solo
la catenaria [invertida)] es la forma correcta de un arco. Y si arcos de otras formas se
sostienen es porque en su espesor hay contenida una catenariay» [9]. Esta tltima afir-
macién de Gregory es totalmente cierta, pero hubo que esperar casi tres siglos hasta
conseguir una demostraciéon rigurosa de este enunciado, que ha pasado a conocerse
como el Primer Teorema del Andlisis Limite [14].

5. CATENARIA EN EL ARTE. POPULARIZACION DE ESTA POR PARTE
DE GAUDI

Las excelentes propiedades mecanicas de la catenaria eran conocidas ya en el
siglo XVII. Ademds, dibujarla era bastante sencillo —no podemos decir lo mismo si
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URWA CATENARIA

Figura 7: Un arco cualquiera se sostiene si y solo si contiene a un arco catenario en
su interior (Manuel Caiete).

Figura 8: Empleo de los arcos catenarios en la Iglesia de Saint Martin en Donges,
Francia (fotografia de Fabrice Fouillet).

lo que queremos es calcular su expresién—, pues no hay mas que sujetar una cuerda
por sus dos extremos y luego reflejarla. No obstante, en la cultura occidental este
tipo de arcos no fueron bien acogidos y, pese sus propiedades apropiadas para la
arquitectura, se prefirié recurrir a arcos dibujados con regla y compés. Fue Gaudi
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Dovelas

Dovela Basal
(Salmer)

Figura 9: Trasdds (también llamado extradds) e intradds de un arco.

quien popularizé y exploté las propiedades estéticas y mecénicas de las catenarias,
introduciendo con gran éxito en la arquitectura occidental los arcos no formados por
segmentos de circunferencia [11].

Desde sus primeras obras Gaudi mostré su originalidad e independencia, cen-
trandose de forma sistematica en arcos y bovedas nada convencionales que utilizan
formas parabdlicas o catenarias.

Recurre a la idea de los arcos catenarios para integrar el cdlculo de estructuras
en el proceso del proyecto. Asi, el arquitecto no trata de verificar la estabilidad de un
cierto diseno; en su lugar, trata de proyectar, desde el principio, con formas estables.
Gaudi es el primero en hacerlo, y lleva este intento hasta las tltimas consecuencias.

Bajo estas hipotesis, en los casos reales el problema practico a resolver no es el
de la catenaria uniforme como tal, sino el de un arco que se soporta a si mismo: la
cuestion es hallar la forma de un arco que resista una cierta carga definida por dos
lineas (o superficies) de trasdés e intradés, donde el trasdds (o extradés) designa
el plano superior convexo de un arco o béveda y el intradés el interior, que debe
adoptar una forma equilibrada (véase la figura 9). Estos arcos suelen denominarse
«catenarias transformadasy, y de ellos podemos encontrar ejemplos en puentes, arcos
sobre puertas o como parte de una arcada, o incluso soportando forjados o bévedas.
La solucién general a este problema fue estudiada por Rankine en 1858 [11].

Antonio Gaudi entendia que las construcciones debian surgir desde la estabilidad
y no al revés, es decir, intentando eliminar toda clase de accesorios pensados simple-
mente para sostener la estructura. Por ello la catenaria le resultaba tan atractiva,
pues elimina las fuerzas laterales y distribuye la compresion de forma totalmente
homogénea, permitiendo crear estructuras elevadas, elegantes y estables [1]. La ca-
tenaria fue uno de sus recursos favoritos y, por poner un ejemplo, lo us6 en repetidas
ocasiones en la Sagrada Familia, la obra a la que mas tiempo y esfuerzo dedicé.

El problema més habitual con el que tuvo que lidiar fue el de obtener la forma
de un cable (o arco) que soporta un peso proporcional a la distancia vertical entre
su directriz (la linea central en la estructura de un arco) y una cierta linea horizon-
tal. No solia resolverlo de forma directa, pues mateméticamente conlleva bastantes
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Figura 10: Modelos de cables empleados en los proyectos de los arcos diafragma de
la casa Mil4 [19].

dificultades, por lo que habitualmente se empleaban métodos gréficos iterativos o
modelos colgantes que, dadas las excelentes propiedades mecéanicas de estas familias
de curvas, eran més que suficientes para garantizar la estabilidad de las estructuras.
Ademsds, Gaudi usaba arcos con otras formas, con su trasdés relleno con un muro
consistente aprovechando la proposicién de Gregory («si un arco se sostiene es por-
que su catenaria estd contenida en su espesor») que le permitia usar arcos catenarios
simétricos para sostener cargas asimétricas.

Gaudi necesitaba una herramienta que le permitiera realizar calculos rapidos y
variar el proyecto a voluntad. Los calculos matematicos, tediosos en esa época por
la falta de instrumentos sofisticados, no cumplian estos requisitos. Por ello, emple6
otros métodos; en construcciones de tamano moderado, como por ejemplo en la casa
Mil4 (figura 10), la naturaleza de estos arcos permitia replantearlos sobre la misma
pared. El proceso que seguia no era directo, los pasos requeridos durante este son los
siguientes: primero se cuelga un cable simple y se calculan los pesos que actuarian
sobre él, midiendo las distancias verticales y sumandole el peso del forjado; después
se anaden esos pesos al cable, que cambia su forma; por ultimo, se miden de nuevo
las distancias verticales y se modifica el propio peso. El cable sometido a esos pesos
toma una forma muy aproximada a la solucién exacta buscada.

Cuando no todas las cargas resultan ser verticales, los métodos graficos pueden
resultar mas convenientes. Los dibujos se podian complicar mucho pero se conseguia
la ventaja de tener todos los elementos a la vista en el mismo diagrama.

Gaudi no tenia preferencias por uno u otro método. Hay un deseo evidente de
investigar y considerar el problema desde distintos puntos de vista. Asi, el empleo
combinado de métodos graficos y modelos le permitié obtener una comprension
profunda de los problemas de estabilidad y forma de arcos de fabrica.

Cabe resefiar que el proyecto y el cdlculo de arcos (o bévedas de candn) es
un problema de dos dimensiones. Antonio Gaudi también queria aplicar todos sus
novedosos resultados, aquellos que sacaban la mayor ventaja posible del concepto de
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Figura 11: Modelo colgante (invertido) usado por Gaudi para dibujar los planos de
la iglesia de Colonia Giiell. (Rafols, 1929, imagen tomada de [11].)

equilibrio, en tres dimensiones. Por ello, tras sus investigaciones sobre el disefio de
arcos, el arquitecto se plantea el problema mas general de proyectar bévedas.

Una idea que se repite mucho en sus investigaciones es la de imaginar bévedas
espaciales como suma de una serie de arcos obtenidos «cortando» la estructura por
una serie de planos. Este método de cortes fue sugerido por Frézier en 1737 y, al
parecer, fue aplicado por primera vez para realizar el analisis de estabilidad de la
ctipula de San Pedro por Poleni en 1748 [13] y [18]. Para realizar este analisis imaginé
la ctpula cortada en cincuenta gajos, de modo que cada dos gajos opuestos formaban
un arco; Poleni concluyé que, si era posible encontrar una curva catenaria contenida
en el interior de cada arco, entonces cada uno de estos se sostendria por si mismo vy,
en consecuencia, la cipula también lo haria.

Es posible que Gaudi tuviese informacién sobre el anélisis de Poleni. Ademés, por
primera vez existia un método de calculo asequible y fiable para verificar la estabili-
dad de estructuras existentes o proyectos nuevos. No obstante, no queria aplicar los
canones tradicionales: su intencion era usar un método que condujera directamente
a formas equilibradas, alejandose de calculos matematicos que podian alargar la fase
de proyecto. Claro esta, el problema del proyecto en las tres dimensiones sigue siendo
complicado de resolver; por ejemplo, para fijar la posicién de una recta en el espacio
harén falta tres proyecciones.

Enseguida se dio cuenta de que la tinica via posible para crear sus proyectos era
recurrir al empleo de modelos colgantes (probablemente fue el primero en aplicar
esta técnica). Modelos en los que, al seccionar, iban a aparecer de forma natural las
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Figura 12: Modelo colgante con pesos distribuidos estrategicamente usado por Gaudi
para dibujar los planos de la Sagrada Familia.

catenarias y los antifuniculares (las curvas de mayor equilibrio), y que resultan ser
una aplicacién implicita del método de los cortes aplicado por Poleni.

Al igual que hizo con los arcos catenarios, Gaudi poco a poco va perfeccionando
esta técnica, y consigue evitar un problema sin solucién directa mediante la itera-
cién del modelo colgante usando pequenos saquitos de arena para realizar pequenas
modificaciones sobre el esqueleto de la estructura del proyecto en el que estuviese
trabajando.

Este modelo colgante funcionaria como una «maquina de proyectar». Una vez
obtenida una forma satisfactoria, Gaudi trataba de representar el espacio, pues su
modelo inicial apenas permitia obtener el esqueleto de la estructura. Esto lo con-
seguia directamente colocando papeles de seda pegados a las cadenas o dibujando
sobre fotografias del modelo. Para concluir, se media sobre el modelo para dibujar
los planos.

Sin embargo, no se deshizo de todos los convencionalismos recurrentemente usa-
dos en construcciones destacadas. A lo largo de la historia, cuando se han realizado
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Figura 13: Las torres de la Sagrada Familia se adaptan perfectamente a la forma
de la «catenaria durea», diferenciandose de ella inicamente en el punto en el que
comienza a sostener el pindculo.

las distintas obras, ha sido comin dotarlas de proporciones especiales con el fin de
que resultasen bellas al 0jo humano. El mismo defendia dicha tesis, tal y como afir-
maba en un manuscrito fechado en Reus a 10 de agosto de 1878 y en el que decia
«... se puede echar mano de la Proporcion, que es una de las principales cualidades
de la Bellezay.

En la propia peninsula ibérica existian ya varios precedentes de distintas épocas,
como por ejemplo la iglesia Santo Domingo en Soria, del movimiento roménico, o la
catedral de Burgos, del gético (consiltense [3] y [6], respectivamente).

Gaud{ no fue la excepcién a esta tendencia. En [17] ya se demuestra que re-
currié deliberadamente a estos convencionalismos con la pretensién de mejorar las
cualidades estéticas de la casa conocida como El Capricho, construida en Comillas
(Cantabria). También intent6 aplicar esta regla con el objeto matemdtico que noso-
tros estamos estudiando en este articulo: como vemos en la figura 13, las torres de la
Sagrada Familia adoptan, salvo para sostener el pindculo, la forma de la «catenaria
durea» (la curva pintada en rojo en la figura), que es aquella que tiene por pardme-
tro el nimero aureo ¢ = # ~ 1.61803. Es decir, las secciones de las torres de la
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Figura 14: El arco de Ctesifonte (fotografia de Karl Oppolzer).

Sagrada Familia son curvas que reescalan y reflejan la expresion

(t) = (t, ! +2‘/5 cosh ((1 - 35)/2» .

Esta sera, seguramente, una de las muchas razones que expliquen la gran belleza que
percibe en la Sagrada Familia el ojo humano.

A diferencia del empleo del nimero dureo o de los arcos circulares, la catenaria
no gozd de popularidad entre los arquitectos europeos hasta finales del siglo XIX
o principios del siglo XX. Ya hemos comentado que fue Gaudi quien la popularizé
y quien le dio nuevos enfoques arquitecténicos. No obstante, en las tltimas lineas
de este articulo repasaremos ejemplos importantes en los que se ha empleado la
catenaria [12].

Quizas uno de los ejemplos que mejor representa todas las propiedades que hemos
deducido de la catenaria es el del arco de Ctesifonte, en el actual Irak, construido en
una fecha desconocida entre los siglos II1 y VI d.C. y una de los primeras utilizaciones
de este tipo de arco (bdéveda en este caso, véase la figura 14). Pricticamente toda la
estructura ha sido derruida por el paso del tiempo pero el arco se sigue sosteniendo
perfectamente por si mismo sin necesidad de soportarse en elementos adicionales.
Esto solo se puede explicar gracias a las excelentes propiedades mecanicas de la
catenaria.

A partir del siglo XX han sido numerosas las obras que han empleado geometrias
antifuniculares. Eugene Freyssinet fue pionero en el diseno de estructuras a com-
presién con la construccién de dos hangares para el Aeropuerto de Orly (Paris) con
forma de bdveda catenaria (figura 15).

No podiamos hablar de arcos catenarios sin nombrar el Gateway Arch de San Luis
(Misuri, EE. UU.), quizés el arco catenario mas famoso de la arquitectura (figura 16).
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Figura 15: El hangar de Orly.

Figura 16: El Gateway Arch (fotografia de Daniel Schwen).

Se trata de una imponente construccion de 192 metros de altura proyectado en 1947,
antes de la aparicién de las computadoras.
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