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Geometria simpléctica: aplicaciones y retos

por

Alvaro Pelayo

Dedicado a mis padres, con admiracion.

RESUMEN. La geometria simpléctica es una rama fundamental de la mate-
matica moderna que se origina en el estudio de los movimientos planetarios. Es
una materia que tiene, ademés, numerosas aplicaciones. En este articulo intento
transmitir en qué consiste la geometria simpléctica, enfatizando las aplicacio-
nes a los llamados sistemas dindmicos, que son esencialmente colecciones de
objetos o variables que evolucionan con el tiempo. Entre estas aplicaciones esté
el diseno de misiones espaciales. Ademés, en la ultima parte del articulo me
concentro en aplicaciones a los sistemas dindmicos integrables, que son esen-
ciales en la fisica clasica y cudntica. El articulo estd escrito para llegar a un
publico general, no necesariamente de matemaéticos o cientificos.

1. INTRODUCCION

La geometria simpléctica es una rama fundamental de las matemaéticas, que esta
conectada con otras partes de las matemadticas como son la geometria algebraica
y los sistemas dindmicos. Es una materia que estd relacionada con la fisica y las
otras ciencias, y que ha encontrado aplicaciones en el mundo real, como puede ser el
diseno de misiones espaciales. En el articulo doy unas pinceladas sobre la geometria
simpléctica y algunas aplicaciones, enfatizando aplicaciones a los sistemas dindamicos
clasicos o cudnticos, sobre todo a los que son integrables.

Mientras que hay algunos articulos divulgativos para matemaéticos sobre geo-
metria simpléctica, no es tan facil encontrar explicaciones sobre la misma para un
publico general. Al escribir este articulo he intentado llegar a un ptblico amplio sin
trivializar las ideas. Adn asi, me tomo la libertad de hacer ciertas analogias, pues
si quisiese ser preciso tendria que empezar este articulo con el concepto de forma
diferencial, que es avanzado. Incluyo al final un apéndice que explica de modo un
poco maés preciso los conceptos del articulo. Aquellos que no estén interesados en el
formalismo matemaético pueden ignorar el apéndice sin perjuicio de comprender el
articulo.

Cuando estaba retocando este articulo, un companero me dijo que era escéptico
con la divulgaciéon matemaética porque habia leido bastantes articulos y siempre se
habia quedado como estaba. Le pregunté por el articulo! que escribi para la Fundacién
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BBVA, y que le habia hecho llegar. Me parecié entender que mi articulo habia
sido una excepcién. Seguidamente me hizo una pregunta sobre el teorema de no
estrujamiento de Gromov (que comentaré méas tarde). El hecho de que le surgiese
una pregunta ya es indicio de que algo aprendi6. Ademéas, me comentd que el tema
de las aplicaciones de la geometria simpléctica a las misiones espaciales (que, de
nuevo, comentaré més tarde) también le habia interesado.

Este articulo estd pensado para dar una idea de un area de las matemaéticas y
que a los lectores les surjan preguntas. Pero si los expertos estudian durante anos
estos temas, no es posible ni comunicarlos ni absorberlos més alla de una panoramica
general en un articulo como este. Por ello, si los lectores sacan dos o tres ideas del
mismo, ya es un éxito. Entre las méas importantes estan:

= ;de dénde viene historicamente la geometria simpléctica?,

= ;qué significa la peculiar palabra simpléctica?,

= ;a qué se dedican los gedmetras simplécticos grosso modo?, y
= ;a qué se aplica la geometria simpléctica?

Para los lectores que quieran profundizar en estos temas recomiendo los articulos
[26, 36, 38] o los libros [4, 18, 22] y las referencias que se incluyen en dichos trabajos.

Por ltimo, mi motivaciéon para escribir este articulo precisamente ahora se ori-
gina en la concesién en 2024 a Yakov Eliashberg, de la Universidad de Stanford, del
dltimo Premio Fronteras del Conocimiento de la Fundacién BBVA, por sus contri-
buciones a la geometria simpléctica y areas cercanas.

2. LA PALABRA «SIMPLECTICA»

La palabra simpléctica es cada vez mas conocida entre los matematicos, pero a dia
de hoy no es tan famosa como a algunos nos gustaria. Sin embargo, la situacion esta
cambiando con celeridad a medida que més y mas especialistas en dicha materia estan
ganando importantes premios, recibiendo importantes distinciones o ingresando en
academias nacionales e internacionales.

Por ejemplo, geémetras simplécticos como son Yakov Eliashberg, Victor Guille-
min, Helmut Hofer, Dusa McDuff y Peter Ozsvath son miembros de la Academia
Nacional de Ciencias de los Estados Unidos, una distincién de extraordinaria im-
portancia. Otros matematicos con intereses conectados con la geometria simpléctica
como son Mikhael Gromov, Tomasz Mrowka, Karen Uhlenbeck, Shlomo Sternberg
y Clifford Taubes son también miembros de dicha academia.

En Espana, Manuel de Leon, Pedro Luis Garcia Pérez y yo mismo, todos con
lineas investigadoras relacionadas con la geometria simpléctica, somos miembros de
la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de Espafia. Ademas,
instituciones como la Fundacién BBVA han concedido premios y apoyado proyectos
en geometria simpléctica en los ultimos anos, dando visibilidad a la materia en
Espana.

Muchos fisicos han escuchado la palabra simpléctica antes que los matematicos,
porque da nombre a un tipo de geometria que es fundamental para la fisica. Si ni
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siquiera es una palabra tan conocida en matematicas, no es sorprendente que no
esté recogida en el diccionario de la Real Academia Espafiola. Pienso que en vista
de todo lo que estd ocurriendo pronto la veremos incluida. Es, ademés, una palabra
con una estructura curiosa, y no hay otra palabra similar en espafiol.

Hace unos dias la prensa espanola nos sorprendia con titulares en los que esta pe-
culiar palabra aparecia mencionada en conexién con el prestigioso galardén Premio
Fronteras del Conocimiento, que en su XVI edicién ha recaido en Yakov Eliash-
berg y Claire Voisin, dos figuras que han hecho, respectivamente, contribuciones
fundamentales a la geometria simpléctica y a la geometria algebraica.

El origen de la palabra simpléctica se remonta a 1939. Fue introducida en un
libro [39] por el matematico Hermann Weyl, que fue catedratico del Instituto de
Estudios Avanzados de Princeton (EE. UU). La palabra, que es de origen griego,
significa compleja. Para los matematicos esto sugiere un significado concreto, rela-
cionado con los numeros complejos. Estos nlimeros resuelven ecuaciones que no se
pueden resolver normalmente, como por ejemplo, ;qué ntimero z elevado al cuadra-
do da —1? La solucién es v/—1, es decir, la raiz cuadrada de —1, que es un néimero
complejo. Para un publico general esta palabra sugiere algo dificil o complicado,
pero ninguna de estas acepciones era lo que Weyl tenia en mente. Originalmente
Hermann Weyl usaba la acepcién complejo/compleja para referirse a transformacio-
nes que preservaban las estructuras de la geometria simpléctica, pero ello estaba en
colisién con la acepcion usual relacionada con los nimeros complejos, por lo que
Weyl propuso el adjetivo simpléctica para bautizar esta geometria.

3. MUY RAPIDO RECORRIDO HISTORICO DE LA GEOMETRIA: DESDE
EUCLIDES Y ARQUIMEDES HASTA HOY

Para empezar el relato del articulo, quiero comentar la primera palabra del titulo:
geometria. La geometria es un campo de las matemaéticas que estudia las formas y
sus propiedades, y que se remonta a tiempos antiquisimos. En general, la geometria
tiene una ventaja sobre otras partes de las matematicas, y es que se ve, se puede
dibujar, se puede ilustrar, y en este sentido es intuitiva.

3.1. LA GEOMETRIA EN EL PASADO

La geometria se estudia en nuestros colegios desde edad temprana. Por ejemplo,
casi todos los estudiantes de la ESO ya conocen el llamado teorema de Pitagoras.
Pitagoras fue un filésofo, erudito y matematico que vivié en Grecia alrededor del afio
500 antes de Cristo. A Pitagoras, y a la escuela que formé y que lleva su nombre, se
les atribuye dicho teorema.

El teorema se refiere a tridngulos rectangulos, es decir, tridngulos que tienen un
angulo recto. Todo tridngulo rectangulo tiene dos catetos y una hipotenusa, que es
el lado més largo de los tres. El enunciado de este famosisimo resultado nos dice que
en un tridngulo rectangulo la longitud de su hipotenusa elevada al cuadrado es igual
a la suma de las longitudes de los catetos elevadas al cuadrado.



288 GEOMETRIA SIMPLECTICA: APLICACIONES Y RETOS

Es probable que otras culturas previas también tuviesen conocimiento de esta
férmula, y a la escuela de Pitagoras se le atribuye su demostracién matematica, es
decir, la comprobacién teérica de la férmula.

Ademads de Pitagoras, una de la figuras realmente importantes de la geometria
fue Euclides, otro de los sabios de la antigua Grecia que vivié alrededor del afio 300
antes de Cristo. De hecho, Euclides es considerado el padre de la geometria.

El propio Euclides, en sus trabajos, esta fuertemente influido por ideas y resulta-
dos de otros sabios griegos que le precedieron. Euclides recoge en su magistral obra
todas estas contribuciones previas de modo sisteméatico y recopilatorio.

Como matematico me impresiona la madurez intelectual matematica que ya exis-
tia en la antigua Grecia. En los trabajos de Euclides se encuentran ya conceptos
modernos como el rigor y la axiomatizacion. La obra mas famosa de Euclides es
Los Elementos, que esencialmente es un tratamiento sisteméatico y riguroso del co-
nocimiento sobre la geometria que se tenia hasta entonces. Los Elementos consta de
trece volimenes. A dia de hoy, la rama méas conocida de la geometria, que se ocupa
del espacio tridimensional en que vivimos, se denomina geometria euclidiana en
honor del influyente sabio.

La geometria euclidiana parte de unos postulados o axiomas (que se dan por
ciertos), y a partir de ellos demuestra férmulas y teoremas de un modo légico y
sistematico que es un gran precursor del rigor y la demostraciéon en matematicas, tal
y como los entienden los mateméaticos actuales.

Por citar un ejemplo, uno de los postulados de Euclides dice que desde cual-
quier punto a cualquier otro punto se puede trazar una linea recta. Basicamente, los
postulados de Euclides resultan obvios. La clave estd en que para demostrar férmu-
las o teoremas, uno solo puede usar los postulados y férmulas o teoremas previos
(probados también a partir de los postulados, claro).

Ademaés de Pitdgoras y Euclides, es imposible no mencionar a Arquimedes de
Siracusa, que vivié alrededor del afio 250 antes de Cristo, y es considerado uno de
los més grandes matemadticos/cientificos/ingenieros de la historia. De esa época es
también el gran geémetra Apolonio de Perga. Para hacer justicia a las contribuciones
de estas figuras histéricas se necesitaria mucho més que este breve articulo.

Es notable que el rastro historico de la geometria en nuestra cultura esta presente
por todas partes, por ejemplo, en las fachadas de muchos de los edificios histéricos de
nuestras ciudades, que aparte de ofrecernos una portentosa belleza artistica, tienen
una estructura que es fruto de precisos calculos matematicos.

El centro de muchas ciudades espafiolas es un espectaculo geométrico: es un de-
leite observar los trazados y formas del edificio del ayuntamiento de Madrid o el
Palacio Real, la catedral de Ledn y las muchas otras catedrales de nuestro territorio,
el acueducto de Segovia, la Giralda de Sevilla, la basilica de la Sagrada Familia en
Barcelona, la Alhambra de Granada, por nombrar unas pocas de las obras de belleza
geométrica indiscutible. La construccién de las mismas es el resultado de meticu-
losos célculos mateméaticos y geométricos, que requieren un avanzado conocimiento
de las matematicas, y en particular de los conceptos y férmulas que aparecen en
la geometria euclidiana. Ademads, la Alhambra de Granada contiene una notable ri-
queza geométrica-algebraica, estudiada por José Maria Montesinos [23, 24], experto
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en topologia tridimensional, y cuyos trabajos en los anos 1970 recibieron notable
atencién internacional. Entre sus estudiantes estdn Antonio Costa y José Manuel R.
Sanjurjo, que han continuado cultivando la topologia.

3.2. LA GEOMETRIA A DIA DE HOY

Desde Euclides hasta nuestros dias, la geometria ha evolucionado de modo espec-
tacular. Son tantos los resultados que seria imposible mencionarlos superficialmente
aqui. Por ello voy a dar un salto hasta la actualidad, enfocindome en la tematica
simpléctica. También voy a mencionar a un geémetra espafiol, Luis Santald.

3.2.1. ESCUELAS INTERNACIONALES: IAS PRINCETON, BERKELEY, PARIS, ETC.

A dia de hoy la geometria es considerada una de las areas més importantes de
las matematicas, y tiene una notable presencia en las grandes escuelas matematicas
del mundo, como pueden ser el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton o las
universidades de Stanford, Harvard, California Berkeley, Paris u Oxford.

Como este es un articulo sobre geometria simpléctica, me permito resaltar al-
gunos centros donde esta materia tiene una potente representaciéon. Por ejemplo,
en el Instituto de Estudios Avanzados trabaja Helmut Hofer, uno de los grandes
propulsores de las aplicaciones de la geometria simpléctica a los sistemas dinamicos.
Tuve la suerte de ser miembro del Instituto de Estudios Avanzados de Princeton
durante tres afios (2010-2013), y de tener el despacho contiguo al de Helmut Hofer,
con quien comparti momentos de inspiracién cientifica.

En Stanford da clases el ultimo galardonado con el Premio Fronteras del Conoci-
miento de la Fundacion BBVA, Yakov Eliashberg. Durante el tiempo en el que fui
profesor en la Universidad de California Berkeley tuve también la suerte de conver-
sar en muchas ocasiones con otra de las figuras centrales de la geometria simpléctica
del siglo XX, Alan Weinstein.

De hecho, cada dos meses Alan y yo {bamos a Palo Alto (ciudad donde se en-
cuentra la Universidad de Stanford) a participar en el famoso Northern California
Symplectic Geometry Seminar, en el que estaba involucrado Yakov Eliashberg. El
seminario se celebraba mensualmente, alternativamente en las universidades de Ca-
lifornia Berkeley y Stanford. Después del seminario era costumbre salir a cenar. Fue
un gusto compartir sobremesas con Yakov Eliashberg y Alan Weinstein, donde se
hablaba de los ultimos avances en geometria simpléctica, geometria de contacto y
las conexiones de estas materias con la topologia, el andlisis, la fisica, etc.

Alan Weinstein se jubilé de Berkeley mientras yo era profesor alli. Por ese motivo
Yakov Eliashberg, Steve Zelditch, Maciej Zworski y yo mismo decidimos organizar un
congreso en su honor en el Instituto de Investigacion MSRI de Berkeley. El congreso
fue un éxito, y en la lista de conferenciantes se pueden encontrar matematicos y
matematicas de diversas areas relacionadas con la geometria simpléctica, lo cual es
otro indicador de las conexiones existentes entre la misma y otras areas.
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3.2.2. LA COMPLUTENSE, SALAMANCA Y LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS

En Espana, me gustaria destacar, en conexiéon con la geometria, un ejemplo que
me toca de cerca porque fue donde me formé como estudiante de grado y es el
sitio al que he vuelto después de casi dos décadas (2002-2020) en Estados Unidos:
la Universidad Complutense de Madrid. Es una universidad que data del siglo XV
y que evolucion6 de la Universidad de Alcald y después de la antigua Universidad
Central. La Universidad Complutense ha tenido una larga tradicion en geometria,
que incluye por ejemplo al eminente gedmetra gerundense Luis Santalé (1911-2001),
que fue brevemente profesor de la misma.

Santalé es una figura internacionalmente reconocida por sus trabajos en diferentes
problemas y teorias de la geometria, sobre todo en geometria integral, en la que fue
pionero. Santald, aunque pasé la mayor parte de su vida profesional en Argentina,
mantuvo lazos con Espafnia; de hecho, en Espana su figura ha sido muy valorada.
Por ejemplo, la Facultad de Matemaéticas de la Universidad Complutense organiza
anualmente una conferencia distinguida, la Conferencia Santalé.

Ademas, la Real Sociedad Matemética Espafiola organiza anualmente también
la Escuela Santald, en el Palacio de la Magdalena de la Universidad Internacional
Menéndez Pelayo UIMP en Santander. Este es uno de los eventos destacados en
la programacién de la UIMP, e incluso su rector, el matematico Carlos Andradas,
participa en la inaguracién y promocion de la escuela.

Santal6 fue ademas académico de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas
y Naturales de Espafia, conocida como la RAC. La RAC ha jugado un papel notable
en el desarrollo y divulgacién de la geometria en Espana, y tiene un destacado legado
en varias ramas de la misma. En concreto, en geometria diferencial el legado de la
RAC incluye, ademas de a Santald, a Germéan Ancochea, Manuel de Ledn, Fernando
Etayo, Javier Etayo, Pedro Luis Garcia Pérez y Antonio Martinez Naveira.

De hecho, me gustaria resaltar que el profesor Garcia Pérez, de la Universidad de
Salamanca, fue uno de los primeros matematicos espanoles que publicd en geometria
simpléctica y sus conexiones con la fisica en revistas de prestigio internacional, como
pueden ser Communications in Mathematical Physics o el Journal of Differential
Geometry. Todo ello sucedi6é en una época —los anos 1960 y 1970— en la que esto
era todavia infrecuente en Espana. En 1992, Bertram Kostant, uno de los padres de
la teoria de cuantizacién geométrica, que es una materia relacionada con la geometria
simpléctica, recibié un doctorado honoris causa en la Universidad de Salamanca.

Ademas, Espafia ha contado y cuenta con escuelas destacadas en geometria re-
partidas por toda nuestra geografia, que omito aqui por brevedad. Estas escuelas se
enmarcan, en lineas generales, en una de las dos vertientes mas fundamentales de la
geometria: la diferencial y la algebraica.

4. GRANDES AREAS EN GEOMETRIA: DIFERENCIAL Y ALGEBRAICA

Bésicamente, uno puede estudiar las formas y sus propiedades (es decir, practicar
la geometria) con el auxilio de dos herramientas en principio bastante alejadas la una
de la otra: el célculo diferencial, por un lado, y el algebra por otro. Los mateméaticos
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normalmente se especializan en una de estas dos vertientes. Cada una de ellas tiene
su interés, y es apropiada para tratar ciertos tipos de problemas.

Grosso modo, el calculo diferencial es mas util para estudiar fenémenos geomé-
tricos continuos (por ejemplo, calcular rutas espaciales 6ptimas para un cohete)
mientras que el dlgebra es més ttil para estudiar fenémenos discretos (por ejem-
plo, los métodos de pago con tarjeta de crédito por internet que estan basados en
contrasenias y teorias de los niimeros enteros).

De modo més concreto, la geometria diferencial usa métodos del calculo di-
ferencial que se remontan a Isaac Newton y Gottfried Leibniz. Estos métodos se
basan en conceptos tales como las derivadas e integrales (estudiados en bachillerato
en el caso de una tnica variable ), para calcular el area de figuras o el volumen de
objetos tridimensionales.

Usando derivadas e integrales podemos calcular exactamente —o, en el peor
de los casos, aproximar de forma precisa— la longitud de curvas complicadas en
el espacio tridimensional, como puede ser, por ejemplo, la trayectoria de una de
las muchas carreteras secundarias con numerosas curvas que discurren por regiones
del norte de Espafia, como Cantabria o el Pais Vasco. También, usando integrales,
podemos calcular el volumen que encierra un flotador, o calcular la ruta méas corta
para ir de un punto a otro del flotador. Esto no es tan facil como parece, porque la
superficie del flotador esta curvada. Es importante enfatizar que aunque visualmente
no podemos ver objetos de dimensién cuatro o superior, mateméaticamente existen
y son necesarios para entender el mundo en que vivimos.

De hecho, casi todos los problemas a los que nos enfrentamos en la ciencia,
la economia, etc., involucran muchas variables, es decir, muchas dimensiones. Por
ejemplo, un problema de finanzas puede tener como variables el coste X de ciertos
objetos, la cantidad Y de objetos, las ciudades Z donde estos objetos se pueden
comprar, el peso T, etc. Cada variable define una dimensién, y esas dimensiones al
final dan lugar a problemas y objetos multidimensionales. Por tanto, desde un punto
de vista de aplicaciones, es importante entender los objetos definidos por multiples
variables, y de multiples dimensiones.

Por otro lado, la geometria algebraica emplea técnicas del dlgebra moderna,
como los conceptos de grupo o anillo que se estudian en primero o segundo curso del
grado en Matematicas, para resolver o estudiar las propiedades geométricas de obje-
tos que vienen definidos por ecuaciones que involucran un ntmero finito de variables
XY, Z,T,U,V, etc., sumadas y multiplicadas con distintos exponentes y coeficien-
tes. Por ejemplo, la ecuacion algebraica X +Y + Z = 1 en el espacio tridimensional
representa un plano infinito, que pasa por los puntos de coordenadas (1,0, 0), (0, 1,0)
y (0,0,1). Si elevamos cada variable al cuadrado en la férmula anterior, entonces la
ecuacién X2 + Y2 4+ Z2 = 1 representa una esfera de radio 1 con centro el punto de
coordenadas (0,0,0), es decir, el origen de los ejes del espacio tridimensional. Pero
si seguimos jugando con los exponentes y los coeficientes las superficies y objetos re-
sultantes se complican mucho. Los gedmetras algebraicos estudian las caracteristicas
de estos objetos.
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5. GEOMETRIA SIMPLECTICA: POCO INTUITIVA, LA MAS FiSICA Y
FLEXIBLE, PERO CON ASPECTOS DE RIGIDEZ

Como hemos comentado, muchas partes de la geometria son intuitivas o estan
basadas en ideas intuitivas. Sin embargo, hay una parte de la geometria diferencial
menos intuitiva y mas bien alejada del modo de pensar usual, pero que es extraordi-
nariamente importante y tiene mucho peso en aplicaciones: la geometria simpléctica.
Qué es la geometria simpléctica y por qué es menos intuitiva que las otras clases
de geometria? Esta pregunta la vamos a intentar responder en lo que sigue.

5.1. MOVIMIENTOS PLANETARIOS: GALILEO, LAGRANGE Y NEWTON

Antes de centrarnos en comunicar qué es la geometria simpléctica, merece la pena
comentar sus origenes. Puede resultar chocante que siendo un tipo de materia menos
intuitiva, esté profundamente conectada con el mundo fisico. De hecho, se origina
en los estudios de los movimientos planetarios llevados a cabo por los grandes
cientificos Leonhard Euler (1707-1883), Galileo Galilei (1564-1642), Christiaan Huy-
gens (1629-1695), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Isaac Newton (1643-1727)
hace ya méas de tres siglos. El punto de vista més cercano al actual se remonta a
Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) y William Rowan Hamilton (1805-1865) que
aportaron una reformulacién profunda de las ideas que les precedieron.

5.2. LOS DIAGRAMAS DE RAMON v CAJAL

Espafia ha tenido grandes cientificos e intelectuales en préacticamente todas las
ramas del conocimiento. Sin duda, una de las grandes figuras de la historia de la
ciencia mundial es el premio nobel espanol Santiago Ramén y Cajal (1852-1934).
El nombre de Ramoén y Cajal se puede escuchar en todas las partes del mundo en
conexion con el cerebro. Ramoén y Cajal ya nos deleitaba con sus diagramas y dibujos
planos que ilustraban de modo esquematico fendémenos de tres dimensiones sobre el
cerebro humano. Pero, ;qué tiene que ver esto con la geometria simpléctica?

A grandes rasgos, podemos decir que mientras que para un cientifico del cerebro
puede resultar util esquematizar y dibujar secciones bidimensionales del cerebro, un
geometra simpléctico hace lo andlogo con objetos multidimensionales.

Este tipo de esquematizacion corresponde, grosso modo, a hacer mediciones de
areas de secciones bidimensionales de los objetos multidimensionales, como si corta-
ramos una naranja y nos fijiramos en la seccién abierta que resulta.

Por lo tanto, podemos decir que la geometria simpléctica se basa en un uso
sofisticado del concepto de drea. Todo ello contrasta con la geometria euclidiana (y
de hecho con casi todos los tipos de geometria), que estd més basada en el concepto
de longitud/distancia, y es por tanto més visual.

5.3. RIGIDEZ Y FLEXIBILIDAD

La geometria simpléctica estd bajo el paraguas de la geometria diferencial en el
sentido de que los métodos que utiliza son principalmente los del célculo diferen-
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cial, sobre los cuales he comentado antes. Es decir, resuelve problemas utilizando
principalmente métodos del célculo diferencial de Newton y Leibniz.

Sin embargo, al estar enfocada en objetos multidimensionales, principalmente
de dimensién cuatro o mayor, y ademds tener como objeto de estudio una nocién
sofisticada de area, la geometria simpléctica es menos intuitiva. Por ejemplo, casi
siempre que hacemos dibujos, los hacemos en tres dimensiones, pero en geometria
simpléctica las cosas interesantes pasan en espacios de cuatro dimensiones o mas. Es
maés, por razones tanto fisicas como matematicas, los objetos multidimensionales que
son objeto de estudio en geometria simpléctica siempre tienen como dimensién un
numero par, lo cual descarta la mayoria de los objetos que vemos en nuestro mundo
tridimensional.

De hecho, la geometria simpléctica es una geometria especial, podriamos decir
incluso peculiar, en tanto que comparte facetas de rigidez, que por ejemplo exhibe la
geometria euclidiana, con facetas de flexibilidad. En este sentido, la geometria sim-
pléctica involucra una combinacién de fenémenos de naturaleza cualitativa con otros
de naturaleza cuantitativa. A modo de ejemplo, podemos decir que un circulo y el
mismo circulo deformado son similares cualitativamente. Sin embargo, las distancias
entre los puntos que forman el circulo pueden haber cambiado con la deformacién,
y por tanto la situacién ha cambiado cuantitativamente.

6. HITOS DE LA GEOMETRIA SIMPLECTICA

Esta seccién habla de algunos resultados profundos de la geometria simpléctica
de modo divulgativo.

6.1. POINCARE Y SU ULTIMO TEOREMA GEOMETRICO
El gran sabio francés Henri Poincaré (1854-1912) ya nos decia [34]:

«No me cabe duda de que las matematicas merecen cultivarse por si
mismas, y lo mismo digo para las teorias que no se aplican a la fisica y
otras. Incluso cuando el objetivo fisico y el estético no fuesen de la mano,
no debemos sacrificar ninguno. Es mas: los dos objetivos son inseparables
y la mejor forma de alcanzar uno es intentar conseguir el otro, o al menos
nunca perderlo de vista.»

Esta cita de Poincaré conecta bien con el importante trabajo que hizo al final de
su vida, en sus investigaciones en mecanica celeste, y en el cual enuncié uno de los
grandes teoremas de la geometria.

En efecto, el punto de vista moderno en geometria simpléctica se remonta a los
estudios de Poincaré en mecanica celeste, y mas en concreto al famoso teorema co-
nocido como el teorema de Poincaré-Birkhoff, o (iltimo teorema geométrico
de Poincaré [35]. Este gran teorema fue enunciado y probado en algunos casos
por Poincaré en 1912 y demostrado con completa generalidad [3] por el matemdtico
americano George Birkhoff en 1913.
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El teorema de Poincaré-Birkhoff parte de una anilla eldstica que, digamos para
entendernos, estd hecha de goma o de un material deformable (figura 1). Imagine-
mos que con una mano giramos el circulo interno en una direccién, y con la otra
mano giramos el externo en la direccién opuesta. Pues bien, el teorema garantiza
que siempre hay al menos dos puntos que no se mueven de su posicién
inicial (es decir, la posicién que ocupaban antes de hacer la deformacién), por muy
complicada que sea la deformaciéon que hacemos.

Figura 1: Ilustracién del famoso teorema de Poincaré-Birkhoff.

6.2. LA CONJETURA DE ARNOLD

El teorema de Poincaré-Birkhoff, que es de dos dimensiones, se generaliza a cual-
quier dimension par, y en ese caso se conoce como la conjetura de Arnold [1],
que es de los afios 1960, y que fue formulada por el eminente matematico ruso Vla-
dimir Arnold. La conjetura, que es una de las fuerzas precursoras de la geometria
simpléctica moderna, nos garantiza un cierto niimero minimo de puntos fijos para
las deformaciones en dimensiones superiores.

A partir de la conjetura de Arnold y otros descubrimientos que tuvieron lugar
en las décadas de los anos 1970, 1980 y 1990, con trabajos de muchos matematicos
eminentes como Ralph Abraham, Charles Conley, Johannes J. Duistermaat, Yakov
Eliashberg, Andreas Floer, Alexander Givental, Victor Guillemin, Mikhael Gromov,
Helmut Hofer, Bertram Kostant, Paulette Libermann, George Mackey, Jerrold Mars-
den, Dusa McDuff, Clark Robinson, Jean-Marie Souriau, Shlomo Sternberg, Alan
Weinstein y Eduard Zehnder, la geometria simpléctica se consolidé como una de las
grandes areas de las matemaéticas modernas.
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Dada su estrecha relacién con la geometria simpléctica y sobre todo con sus
origenes fisicos, me gustaria resaltar también que Espafia cuenta con una destacada
escuela en mecdnica geométrica, con presencia en varios centros espanoles. Uno de
los promotores mas visibles de esta escuela, tanto a nivel cientifico como a nivel de
gestién, ha sido Manuel de Leén del Instituto de Ciencias Matematicas de Madrid
(ICMAT).

Ademads, me gustaria mencionar que tanto el teorema de Poincaré-Birkhoff como
la conjetura de Arnold se pueden analizar en el mundo del azar, que en el caso de la
conjetura de Arnold ha cristalizado en mi articulo [29] con mi colaborador Fraydoun
Rezakhanlou, catedratico de la Universidad de California Berkeley, y con quien llevo
trabajando desde 2008 en las interacciones entre sistemas dindmicos y geometria
simpléctica en un contexto probabilistico. En [29] demostramos una conjetura de
Arnold probabilistica.

Ha habido tantos desarrollos en geometria simpléctica en las tltimas décadas,
que incluso tratarlos superficialmente esta fuera de nuestros objetivos. Sin embargo,
a modo representativo voy mencionar unos resultados de excepcional influencia.

6.3. CONLEY, ELIASHBERG, GROMOV, WEINSTEIN Y ZEHNDER

En 1981 Alan Weinstein, a quien hemos mencionado anteriormente, se refirié a
la geometria simpléctica en su articulo [38] como

«[...] la geometria més flexible de las transformaciones candnicas (en
particular, que preservan rea) en vez de la rigida geometria euclidiana;
por ello, las conclusiones de los argumentos geométricos son con frecuen-
cia cualitativas en vez de cuantitativas.»

Esta flexibilidad de la que habla Weinstein es compatible en geometria simplécti-
ca con manifestaciones profundas de rigidez descubiertas alrededor de esos afios. A
modo representativo es imposible no citar el trabajo de Yakov Eliashberg y Mikhael
Gromov [11, 12, 16] sobre el fenémeno de rigidez simpléctica, a primeros de los afios
1980, como un hito fundamental.

De hecho, los principios de los afios 1980 fueron una época extraordinaria pa-
ra la geometria simpléctica, con la demostraciéon de Conley y Zehnder [8] de la
conjetura de Arnold para el toro (un objeto geométrico en forma de rosquilla) en
cualquier dimensién 2d, y la demostracion del teorema de no estrujamiento por
Gromov [15], que dio en un articulo en el que introdujo en geometria simpléctica
técnicas con curvas pseudoholomorfas y construyé el primer ejemplo de lo que se
conoce como capactdad simpléctica. Una capacidad simpléctica es esencialmente un
invariante que nos permite comprender propiedades esenciales de los espacios que
uno estudia en geometria simpléctica; a estos espacios se los conoce formalmente
como variedades simplécticas (las estudiamos en la seccién 10).

Para dar una idea del teorema de no estrujamiento, supongamos que queremos
meter una pelota sélida dentro de un cilindro infinitamente largo, pero de didametro
menor que el de la pelota. Imaginemos que la pelota es de gomaespuma, asi que
podemos estrujarla para que, aunque ocupe siempre el mismo volumen, se alargue
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de forma que quepa dentro del cilindro. Pues bien, el teorema de Gromov nos dice
que, aunque tengamos éxito metiendo la bola dentro del cilindro manteniendo su vo-
lumen inicial, al estrujarla hemos cambiado necesariamente las areas de las secciones
bidimensionales (recordemos: aquellas que resultan de cortar la pelota en rodajas);
es decir, habremos destruido las estructuras simplécticas.

Por tanto, desde el punto de vista de la geometria simpléctica, la pelota no se
puede estrujar en un cilindro con menor radio y de ahi que este resultado se conozca
como teorema de no estrujamiento. En realidad, el teorema se refiere a pelotas y
cilindros de dimensién cuatro o mayor, pero sirva esta analogia més visual para
captar la esencia del resultado. En una conferencia? en el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton, dirigida principalmente a un piblico matematico, doy una
breve introduccién a estas ideas.

6.4. PUENTES ENTRE MUNDOS MATEMATICOS

Ha habido muchos otros resultados importantes en geometria simpléctica en las
ultimas décadas; algunos son fascinantes en cuanto que establecen puentes entre ella
y otros mundos de las matematicas, como el mundo de los poligonos y sus gene-
ralizaciones a dimensiones mayores, los politopos. En una conferencia® que imparti
en la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de Espafia comento
algunos de estos trabajos, realizados por Michael Atiyah [2] y los ya mencionados
Guillemin y Sternberg [17] en los afios 1980. Comentaré estos resultados al final del
articulo.

Aparte de la geometria algebraica y los sistemas dindmicos, la geometria simpléc-
tica esta conectada con otras muchas materias dentro de la matematica y la fisica
puras y tedricas, como el analisis microlocal, la teoria de representaciones y las ecua-
ciones en derivadas parciales. Ademas, las aplicaciones de la geometria simpléctica
son extensas e incluyen problemas en espectroscopia molecular, fisica de plasmas,
calculo de érbitas espaciales, mecdnica de fluidos, teoria de la elasticidad y robética.

Por ejemplo, mencionando otra conexién destacada con la matemética pura,
Terry Tao nos dice (en MathOverflow*) por qué la geometria simpléctica es tan
importante en la teoria moderna de ecuaciones en derivadas parciales:

«[...] una de las grandes visiones de la mecdnica cudntica (o, en el lado
matemadtico, el andlisis semicldsico) es el principio de correspondencia que
dice, grosso modo, que el comportamiento de los observables cuanticos
converge en el limite de alta frecuencia (o, después de reescalar, el limite
semicldsico) al comportamiento andlogo de los observables clésicos.»

Tao prosigue diciendo que:

«[...] la correspondencia es més facil de ver en el lado de los observables
que en el lado fisico, por ejemplo conectando el dlgebra de Von Neu-
mann de observables cudnticos acotados con simbolo diferenciable con el

2https://wuw.youtube . com/watch?v=WMAOKLKh8EO&t=1s
Shttps://www.youtube.com/watch?v=WgkS_2TGX40.
4nttps://mathoverflow.net/q/98126.
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algebra de Poisson de observables diferenciables clasicos. El primero esta
conectado con EDP lineales y el segundo con la geometria simpléctica (o
hamiltoniana).»

7. APLICACIONES A SISTEMAS DINAMICOS Y MISIONES ESPACIALES

Un sistema dindmico viene dado por la evolucién de objetos o variables fisicas,
econdmicas o puramente matematicas a lo largo del tiempo. Es dificil dar unos pasos
en nuestro mundo sin ver multiples sistemas dinamicos. Por ejemplo, el movimiento
de una hoja desplazada por el viento nos describe un sistema dindmico. Otro ejemplo
viene dado por el movimiento de las manillas de un reloj (figura 2). Por tanto, los
sistemas dinamicos estan por todas partes.

Figura 2: Un sistema dindmico (el reloj pertenecia a mis abuelos).

Las reglas que determinan los sistemas dinamicos suelen venir dadas por ecuacio-
nes que involucran derivadas de funciones (como la velocidad, la aceleracion, etc.).
Las soluciones de las ecuaciones dan las érbitas del sistema y, grosso modo, el objeti-
vo de la teoria de sistemas dindmicos es estudiar las propiedades cualitativas de las
orbitas o trayectorias, por ejemplo, si las 6rbitas son circulos, rectas, parabolas. ..,y
cuél es el comportamiento a largo plazo del sistema, es decir, si las érbitas se quedan
confinadas en cierta regién, o si, por el contrario, se van al infinito.

Uno de los puntos de vista centrales en geometria simpléctica ha sido el dindms-
co. La conexién geometria simpléctica — sistemas dindmicos es fundamental
en las matematicas modernas. El propio Poincaré tenia una vision unificada de la
geometria simpléctica y de los sistemas dindmicos, aunque su punto de vista se acabd
difuminando con el tiempo, hasta la década de los anos 1990, desde la cual se ha
venido recuperando en gran medida.
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Uno de los propulsores de este punto de vista en las iltimas dos o tres décadas ha
sido Helmut Hofer, eminente catedratico de la Escuela de Matematicas del Instituto
de Estudios Avanzados de Princeton, y que hemos mencionado anteriormente. Junto
con el también distinguido matematico de la Universidad de Princeton, John Mather
(1942-2017), Hofer organizé en el curso académico 2011-2012 un afio especial explo-
ratorio sobre las aplicaciones de la geometria simpléctica a los sistemas dinamicos,
que reunié expertos de todo el mundo para avanzar en el estudio de las conexiones
entre los sistemas dindmicos y la geometria simpléctica.

Durante esa época yo era miembro del Instituto de Estudios Avanzados de Prin-
ceton y Helmut Hofer me encargd presentar al patronato del instituto las ideas
principales de la geometria simpléctica, y cémo se pueden aplicar con éxito al es-
tudio de los sistemas dindmicos, lo cual hice en la reunién del patronato del otono
de 2011. Ademsds en esa reunién conté una aplicacion de la geometria simpléctica a
misiones espaciales.

De hecho, la geometria simpléctica fue esencial para salvar una mision
de la agencia espacial japonesa en 1990 que se daba por perdida. En
efecto, en 1990 la agencia espacial japonesa lanz6 una gran astronave al espacio, que
se separd en dos. Su objetivo era poner una de ellas en érbita alrededor de la Luna.
Pero, debido a una averia, la perdieron. Su tinica esperanza para salvar la misién era
poner la otra en érbita alrededor de la Luna, pero no habia suficiente combustible
para ello. El matematico Edward Belbruno se enteré del problema y aporté una
ingeniosa solucion, basada en principios bésicos de geometria simpléctica y sistemas
dindmicos, para conseguir que la nave entrase (aprovechando o considerando, entre
otras cosas, las fuerzas gravitatorias del Sol y de la Tierra) en la érbita lunar que se
buscaba con el poco combustible que quedaba, salvando asi la misién.

En la actualidad, los métodos avanzados de geometria simpléctica que han de-
sarrollado Yakov Eliashberg, Helmut Hofer y sus colaboradores y escuelas se estan
tratando de aplicar, en colaboracién con importantes agencias espaciales, para la
optimizacién de las trayectorias a seguir por las naves espaciales, de tal modo que
se use el minimo combustible posible.

8. APLICACIONES A SISTEMAS DINAMICOS INTEGRABLES

Un tipo crucial de sistemas dindmicos son los conocidos como integrables. Estos
sistemas han sido el foco de mi investigacion en las ultimas dos décadas. Su caracte-
ristica principal es que conservan muchas cantidades fisicas durante el movimiento,
como por ejemplo energia o momento.

De hecho, mi linea de investigacion principal son las aplicaciones de la geometria
simpléctica al estudio de los sistemas dindmicos integrables, clasicos o cuanticos, y
sobre este tema los lectores interesados pueden consultar las conferencias que imparti
en la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de Espafa® asi como
en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton en Estados Unidos.®

Shttps://www.youtube.com/watch?v=WgkS_2TGX40.
Shttps://www.youtube. com/watch?v=cGVc3mpMB4Q&t=1s.
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8.1. PENDULOS, OLAS DE AGUA Y UN PREMIO ABEL PARA KAREN UHLENBECK

Entre los muchos sistemas dindmicos integrables se encuentran modelos fisicos
esenciales como el péndulo esférico, los acoplamientos de spins con osciladores, peon-
zas y los momentos angulares acoplados. Por ejemplo, la figura 3 muestra un spin en
la esfera de radio 1 y un oscilador en el plano. Matematicamente este es un espacio
de cuatro dimensiones: el producto de una esfera de dimensién dos y de radio 1 con
un plano. Los puntos de este espacio cuatridimensional tienen cuatro coordenadas
(a, h,x,t): dos coordenadas (a, h) provenientes de la esfera (dngulo y altura), y dos
coordenadas provenientes del plano (x,y).

Figura 3: Acoplamiento de spin y oscilador: el modelo de Jaynes-Cummings.

Otros ejemplos famosos de sistemas integrables son la ola de agua suave (KdV),
que es de dimensién infinita y llevdé mas de 100 anos saber que era integrable, y el
péndulo esférico, que es de dimension finita.

Muchos matematicos han sido pioneros en el estudio de los sistemas dindmicos in-
tegrables, incluyendo a Vladimir Arnold, Johannes J. Duistermaat, Lars H. Eliasson,
Anatoly Fomenko, Victor Guillemin, Nigel Hitchin, Andrei Kolmogorov, Sofya Ko-
valévskaya, Robert Langlands, Jirgen Moser, Emmy Noether, Nicolai Reshetikhin,
Karen Uhlenbeck y Alan Weinstein, entre muchos otros.

Entre las contribuciones histéricas mas notables a sistemas dindmicos integrables
que han influido en mi trabajo me gustaria destacar las de Johannes J. Duister-
maat (1942-2010), que es uno de los mateméticos holandeses més importantes del
siglo XX, ademas de un pionero en analisis, geometria simpléctica y sistemas inte-
grables. Fue Duistermaat quien en 1980 introdujo las famosas coordenadas globales
accién-dngulo. Por otro lado, la gran Sofya Kovalévskaya (1850-1891) fue una
pionera en analisis y ecuaciones diferenciales que aporté ideas esenciales a sistemas
dindmicos, integrables o no, y descubrio la peonza de Kovalévskaya en un articulo en
Acta Mathematica de 1889. Fue la primera mujer con un doctorado en matematicas
y en ganar una catedra en matemaéticas en el norte de Europa y esta considerada la
matematica mas importante anterior al siglo XX.

Asimismo, es imposible no mencionar a Emmy Noether (1882-1935) que es
considerada una de las figuras mas importantes de la historia en matematicas y
contribuy6 a muchos aspectos del algebra y la fisica matematica, llegando a aportar
ideas cruciales acerca de sistemas integrables, en relacién por ejemplo con la corres-
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pondencia entre simetrias y leyes de conservacion. Albert Einstein y Hermann Weyl
la consideraron la matematica mas importante de la historia.

Por otro lado, recientemente la Academia Noruega de Ciencias y Letras concedié
el Premio Abel 2019 a la eminente matematica estadounidense Karen Uhlenbeck
«[...] por sus logros pioneros en teoria geométrica de ecuaciones en derivadas parcia-
les, teoria gauge y sistemas integrables, y por el impacto fundamental de su trabajo
en analisis, geometria y fisica matematicay.

Los matematicos tienen diferentes motivaciones para estudiar los sistemas di-
namicos integrables. Entre ellas, voy a resaltar tres que me parecen notables, pero
hay muchas mas. Primero, estos sistemas juegan un papel crucial en describir fe-
némenos de la fisica, la quimica y otras ciencias. Segundo, tienen una conexién
profunda con los sistemas dindmicos generales mediante la teoria KAM de pe-
queiias perturbaciones (teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser). Y, en tercer lugar,
existen relaciones profundas entre los sistemas dinamicos integrables y la topologia,
por ejemplo a través de la teoria de fibraciones singulares de la escuela rusa.

Uno de los autores de la teoria KAM es el matemético americano-aleméan Jiirgen
Moser, que fue central en impulsar los sistemas integrables en el siglo XX. Moser fue
lider mundial en analisis, profesor en el MIT, NYU y ETH Ziirich. En los proceedings
de su conferencia plenaria [25] en el Congreso Internacional de Matemdticos en
Berlin (1998) indica que «es imposible incluso mencionar superficialmente las muchas
ramificaciones surgidas del estudio de los sistemas integrablesy.

Moser, que era conocedor de muchas areas de matematica pura y aplicada, nos
dice en el citado trabajo [25]:

«Lo que me resulté mas llamativo fue el desarrollo de los sistemas inte-
grables (hace unos 30 aflos), que no vino de ningin problema concreto,
sino de un fenémeno descubierto en experimentos numéricos de dinamica
de fluidos.

»Estudios inteligentes y profundas intuiciones abrieron camino a un nue-
vo campo conectado con la geometria diferencial, la geometria algebraica
y la fisica matematica, incluyendo la comunicaciéon con fibras épticas.»

8.2. ;QUE ES EL PROBLEMA DEL TAMBOR?

Como se comenta en mi articulo [26], una de mis motivaciones para estudiar
sistemas integrables surge de trabajos en quimica/fisica de varios investigadores,
incluyendo los grupos de Frank De Lucia en la Universidad Estatal de Ohio (Estados
Unidos), Mark Child en Oxford (Gran Bretafia), Jonathan Tennyson en University
College London (Gran Bretaifia), Boris Zhilinskii en Dunkerque (Francia) y Marc
Joyeux en Grenoble (Francia). Grosso modo, el tipo de pregunta que se plantean es
en espectroscopia cuantica molecular: ;se puede oir la forma de las moléculas?
o de modo similar ;se pueden oir las 6rbitas de las moléculas en el espacio?
Hablando en jerga técnica, estos son problemas inversos cudnticos, cuyo objetivo es
obtener informacién clasica a través de informacion espectral cuantica.

Este tipo de problema inverso es famoso en geometria y en andlisis matematico. El
problema se origina en Hermann Weyl (1885-1955) y Salomon Bochner (1899-1982)
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Figura 4: ;Se puede oir la forma de un tambor?

a finales del siglo XIX y principios del XX, y su estudio fue impulsado de nuevo por
Moser en los anios 1970. Realmente el problema lo hizo famoso el matemético Marc
Kac (1914-1984) en los afios 1960, con un articulo [19] (en inglés) titulado 4Se puede
oir la forma de un tambor?

El problema se puede explicar con una analogia. Imagina que estas leyendo el
periédico en el salén de tu casa y que, en una habitacién cercana, tu hija esta
tocando su nuevo tambor (figura 4), el cual no has visto, y por ello no sabes cémo
es. Sin embargo, desde el salén puedes escuchar perfectamente la superposicion de
frecuencias emitidas. La pregunta se puede formular de modo equivalente: ;podrias
dibujar la forma del tambor solo escuchando los sonidos que emite?

En general se sabe [13, 14] que la respuesta es no (1992), pero en el contexto de
sistemas dindmicos integrables hay ocasiones (de gran importancia) en las cuales la
respuesta es si. Entender para qué sistemas podemos dar una respuesta afirmativa
ha sido la principal motivacién de mi investigacién en geometria simpléctica. Pero,
;qué tiene que ver la geometria simpléctica con este problema?

La respuesta es que mucho. Para entenderlo, podemos pensar de nuevo en una
analogia. El tambor emitiendo sonidos es un sistema dindmico. Los sonidos que oimos
corresponden a superposicién de frecuencias de energia, que matematicamente son
los autovalores del sistema, y a los que se llama espectro. Para obtener toda la
informacion del sistema dinamico integrable a través del espectro lo que se usa es
geometria simpléctica: se captura toda la informacion del sistema dindmico (cldsico)
en el espectro (cudntico) usando como herramienta la geometria simpléctica.

8.3. SOLUCIONES AL PROBLEMA DEL TAMBOR

Entre los afios 2009 y 2022 han aparecido una serie de articulos [5, 20, 21, 30,
31, 32, 33] en los que Laurent Charles (La Sorbona), Yohann Le Floch (Universidad
de Estrasburgo), San Vi Ngoc (Universidad de Rennes 1) y yo mismo probamos
que la respuesta es afirmativa cuando el sistema dindmico es integrable y periodico
(lo que se llama dindmica tdrica), o cuando el sistema es integrable y casi periédico
(dindmica semitdrica). Estos casos incluyen a varios sistemas dindmicos famosos.
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Por tanto, del espectro de un sistema dindmico cudntico (que viene dado por
operadores semicldsicos), se puede extraer completamente el comportamiento del
sistema dindmico cldsico asociado (dado por los simbolos principales de los opera-
dores). Un resumen de estos trabajos aparece en mis articulos [27, 28].

Un importante precedente de estos trabajos se remonta al catedratico francés
Yves Colin de Verdiere [7, 6] (que trata el caso cuando la dindmica es integrable y
periddica en el contexto de operadores pseudodiferenciales alrededor de 1980).

Muchos otros autores han hecho contribuciones importantes a problemas inversos
relacionados con la geometria simpléctica y otros tipos de geometria, incluyendo, por
ejemplo, a Duistermaat, Guillemin, Hérmander, Moser, Sarnak, Sjostrand, Uhlmann,
Weinstein, Zelditch y Zworski.

8.4. RETO FUTURO Y MAS CONTENIDO

Mis colaboradores y yo hemos llevado a cabo los pasos anteriores para sistemas
integrables con dindmica térica y semitérica, como he mencionado en la seccién 8.3,
y por tanto resuelto el problema del tambor en estos casos. Un reto es construir
invariantes de sistemas dinamicos integrables mas generales. Es de esperar que ello
ocupe a los matematicos durante bastantes anos, posiblemente décadas. Una vez esto
esté conseguido, otro reto es resolver el problema cuéntico del tambor para dichos
sistemas dindmicos integrables (cuyos invariantes conocerfamos).

9. ;COMO SE RESUELVE EL PROBLEMA DEL TAMBOR?

Esencialmente lo que cuento aqui es que para resolver el problema del tambor
planteado en la seccién 8.2, lo primero que hay que hacer es comprender exactamente
cual es la informaciéon dindmica esencial del problema, es decir, hacer lo posible
para reducir toda la informacién dada por el sistema a algo sencillo: invariantes. Lo
que se puede hacer en ciertos casos es reducir toda esa informacion a los siguientes
invariantes: un poligono, varios puntos dentro del poligono, y para cada punto varias
etiquetas matemadticas (ciertos nimeros).

Como segundo paso, nos fijamos en el espectro del sistema, y calculamos en él
los invariantes. jComo los invariantes contienen toda la informacién del sistema,
hemos acabado! A continuacién comento esto con un poco més de detalle. Desde el
punto de vista de un geémetra simpléctico, el problema se plantea como una pregunta
inversa: si conocemos el espectro de unos operadores semiclasicos 711,...,7T,
(es decir, si ofmos el tambor), ; podemos sacar los simbolos principales de los
operadores? (es decir, spodemos sacar la forma del tambor?).

9.1. PRIMER PASO: CONSTRUIR INVARIANTES

El primer paso que hay que dar es usar geometria simpléctica para clasificar
sistemas integrables en términos de invariantes. Estos invariantes pueden ser ntime-
ros, poligonos, grupos, etc., que determinen el sistema. Un invariante es un objeto o
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variable sencilla que codifica informacién complicada sobre una estructura matemé-
tica (por ejemplo, dada por un sistema dindmico), de tal modo que si uno conoce
este objeto o variable, mediante una serie de pasos conocidos se puede deducir la
estructura matematica al completo. Las estructuras matemaéticas que se consideran
equivalentes tiene los mismos invariantes.

En otras palabras, queremos entender lo complicado (estructura mate-
matica) en términos de lo sencillo (invariantes). Basicamente, los invariantes
son paquetes de informacién simplificada, que a pesar de esta sencillez se puede
probar que contienen informacién (por complicada que sea) de cierta estructura o
construccién matemaética.

En general, no es facil construir invariantes, y menos conseguir una coleccién
completa de invariantes, en el sentido de que dicha coleccién nos proporcione todo el
conocimiento del sistema original. Gran parte de la geometria, y de las mateméaticas
en general, estdn enfocadas en la construccién de invariantes.

En el caso que tenemos entre manos, esa estructura matematica son los sistemas
dindmicos integrables. En el proceso de encontrar los invariantes de los sistemas
dindmicos integrables, juegan un papel crucial las técnicas de geometria simpléctica
para estudiar fibraciones singulares, estructruras afines singulares, comportamientos
asintoticos de flujos de campos vectores, construcciones analiticas de cortar y pegar,
teoremas de linealizacion de singularidades, teoremas de convexidad geométrica, etc.

Pero los sistemas dindmicos integrables son complicados, y se conocen pocos de
sus invariantes. Sin embargo, hay dos clases de sistemas dindmicos integrables cuyos
invariantes se conocen completamente, y que comento a continuacion.

El caso maés sencillo es el de los sistemas con dindmica integrable y periédica, que
los matematicos llaman sistemas téricos. En este caso el sistema tiene un tnico
invariante que es un politopo convexo.

Figura 5: Politopos tridimensionales de sistemas dindmicos integrables téricos.

Los politopos son estructuras geométricas rigidas, determinadas por sus vértices.
Hay politopos de cualquier dimensién (figura 5), pero no podemos visualizarlos a
partir de dimensién cuatro. Este politopo se construye a partir de las cantidades
conservadas del sistema, y los fisicos lo conocen como espectro clasico.

Para ver cémo se obtiene este politopo recordemos que un sistema dindmico
integrable viene dado por un ndmero finito de cantidades conservadas, digamos
c1,-..,Cy. Cada una de ellas es una funcién cuyo dominio es la variedad simpléctica y



304 GEOMETRIA SIMPLECTICA: APLICACIONES Y RETOS

cuyo codominio el conjunto de todos los niimeros (reales). Pues, bien, si las ponemos
una a continuacién de la otra (cq,...,c,), obtenemos una funcién f, cuyo dominio
es de nuevo la variedad simpléctica, y cuyo codominio es el espacio n-dimensional
de puntos con n coordenadas (reales). La imagen de esta funcién f es el politopo
del que venimos hablando.

Resulta sorprendente que esta imagen sea un politopo y no una figura con una
forma arbitraria, con curvas etc. De hecho, fueron el medallista Fields Michael Ati-
yah y de modo independiente Victor Guillemin y Shlomo Sternberg quienes
demostraron en 1982 que esta figura arbitraria siempre es un politopo [2, 17]. Este
resultado se conoce como el teorema de convexidad de la geometria simpléc-
tica.

Unos aflos més tarde, en 1988, Thomas Delzant demostré [10] que este politopo
es un invariante completo de los sistemas dinamicos integrables téricos, en el sentido
de contener toda la informaciéon mateméatica acerca de los mismos, sin excepcién. El
hecho sorprendente y profundo es que todo el comportamiento de un sistema dinami-
co integrable de tipo torico esté codificado por este politopo convexo. Podemos, por
lo tanto, decir que hay un puente que comunica el mundo de los sistemas dinamicos
integrables cuya dindmica es integrable y periddica, con el mundo de los politopos.
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Figura 6: Los invariantes de los sistemas semitoricos.

El otro caso que se entiende es el de los sistemas con dindmica integrable y casi
periédica, que los mateméticos llaman semitdricos, en dimensién cuatro.
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En este caso, ademds de un politopo (de hecho, un poligono, es decir un politopo
de dimension dos), hay otros invariantes interesantes: varios puntos dentro del poli-
topo, v cada uno de estos puntos con una etiqueta dada por una serie de Taylor y
un nimero entero (figura 6). Estos invariantes forman un invariante completo, es
decir, tienen toda la informaciéon matematica sobre el sistema. Los puntos singulares
vienen de lo que se conoce como puntos criticos del sistema de tipo foco-foco. Por
tanto, una estructura matemadtica complicada (el sistema semitérico) lo tenemos re-
ducido a algo sencillo (invariantes, que en este caso son un poligono y varios puntos
con etiquetas). Este resultado aparece en mis articulos [30, 31].

9.2. SEGUNDO PASO: DETECTAR INVARIANTES

Figura 7: Del espectro sacamos los invariantes del sistema cldsico asociado.

El segundo paso es usar andlisis matematico para demostrar que los invariantes
se pueden detectar en el espectro cudntico (figura 7), que mateméticamente corres-
ponde (en el caso por ejemplo de ciertos sistemas téricos) a los trapezoides previos
llenos de puntos. Una vez que hemos detectado los invariantes en el espectro hemos
acabado, porque, por el primer paso, podemos deducir toda la estructura del sistema,
dindmico integrable. Es decir, lo que uno hace es demostrar matematicamente que
del conocimiento del espectro se obtiene el conocimiento de los invariantes. {Y una
vez que conocemos los invariantes ya conocemos el sistema! De momento,
sabemos cémo llevar a cabo estos dos pasos solo con sistemas dindmicos integrables
toricos y sistemas dinamicos integrables semitéricos.

10. APENDICE: MATEMATICAS DE LA GEOMETRIA SIMPLECTICA

El abc matemético de la geometria simpléctica se resume en que trata con obje-
tos multidimensionales y para estudiarla con estdndares mateméaticos hay que usar
las llamadas variedades diferenciables y formas diferenciales. Incluyo este
apéndice para ayudar a lectores con interés en formalismo matemaético a asociar los
conceptos previos con ideas matematicas mas concretas.
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10.1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

De modo matematico, los objetos multidimensionales de los que venimos hablan-
do se conocen como wvariedades diferenciables, y suelen denotarse por M. Pueden
ser de cualquier dimensién. Por ejemplo, las variedades diferenciables de dimensién
uno son las curvas y las rectas, las variedades diferenciables de dimensién dos son
las superficies (como por ejemplo un plano o una esfera).

Basicamente, una variedad diferenciable es un objeto de cualquier dimensién que
es localmente sencillo. Por ejemplo, en el caso de variedades bidimensionales M, es
decir, superficies, esto quiere decir que si nos situamos en cualquier punto p de M,
lo que vemos a nuestro alrededor es basicamente lo mismo que si nos situamos en
el origen (0,0) del plano usual. Esto mismo se generaliza a tres dimensiones, y en
general a cualquier niimero de dimensiones.

Debido a esta sencillez local, se puede definir el plano tangente a la superficie
en cada punto, que podemos entender como una aproximacion lineal a la variedad
diferenciable cerca del punto, del mismo modo que en bachillerato nos explican que
la recta tangente al grafo (es decir, el dibujo de los puntos que representa la funcién)
de una funcién f(z) de una variable z en un punto es una aproximacién lineal al
grafo de la funcién cerca de ese punto. Esto se generaliza a cualquier dimensién n,
es decir, si la variedad diferenciable tiene dimensién n su aproximacién lineal es un
espacio vectorial de dimensién n, el espacio tangente T, M (para cada punto p).

En el grado en Matematicas de casi todas las universidades espafiolas hay una
asignatura de tercer o cuarto curso que lleva por nombre Variedades Diferenciables.
Por tanto, su estudio requiere bagaje matematico.

10.2. FORMAS DIFERENCIALES

Las formas diferenciales son unos objetos matematicos cuya definicién es sofis-
ticada, aqui nuestro objetivo es darnos cuenta de por qué son tan importantes, de
donde vienen histéricamente hablando y, grosso modo, para qué sirven. Las forma-
lidades matematicas se pueden encontrar en muchos libros de texto y articulos.

Los ejemplos basicos de forma diferencial son dz, dy, dz, que son los simbolos
respecto a los cuales se integran funciones de una variable z, por ejemplo en

/ f(z)dz.

El simbolo matemaético dz, que al hacer integrales en bachillerato lo usamos pero
realmente no sabemos qué es, se conoce como una 1-forma diferencial. Combinando
diferentes 1-formas entre ellas se construyen 2-formas diferenciales dz A dy, o 3-
formas diferenciales dz A dy A dz. Y asi sucesivamente. Aqui las variables (z,y, 2)
representan las coordenadas de un punto en un espacio tridimensional, o de modo
més general, en una variedad tridimensional. Para entendernos, podemos pensar
que cada coordenada es una variable econémica (por ejemplo, precio), fisica (por
ejemplo, energia), o simplemente matematica.

Estas formas diferenciales tienen un significado matemaético preciso, y hay una
extensa teoria acerca de las mismas, que viene en gran parte motivada por teoremas



LA GACETA % ARTICULOS 307

provenientes de la fisica. De hecho, previo a esta teoria matemadtica, las formas
diferenciales y sus propiedades se usaban ya ampliamente por los fisicos.

Es impresionante como los fisicos han tenido durante mucho tiempo, previo al
desarrollo formal de las matematicas que hay por detréas, la capacidad para usar
con tremendo éxito las formas diferenciales, mostrando una vez més la profunda
importancia que tiene la fisica para el desarrollo de las matematicas. Gracias a la
teoria matematica, las ideas de los fisicos se han extendido incluso mas, y han dado
lugar a avances en ambos campos.

De hecho, las interacciones entre fisica y matematicas son numerosas en ambas
direcciones, y cada una de estas disciplinas se beneficia de ideas que tienen lugar en
la otra. Es importante recordar que hasta hace no mucho la distinciéon entre fisica
y matematicas era nebulosa, por tanto cuando me refiero a fisicos, también estoy
pensando en cientificos que podian considerarse tanto matematicos como fisicos. Hoy
la distincién estd més marcada pero las relaciones son extensas.

10.3. VARIEDADES SIMPLECTICAS

Las 4reas de secciones planas en variedades diferenciables se miden con lo que
los mateméticos llaman una forma simpléctica, o estructura simpléctica, que
es, para los matematicos, una 2-forma diferencial w sobre la variedad, que es no
degenerada y cerrada. Cuando consideramos una variedad diferenciable M y una
forma simpléctica w sobre ella, simultdneamente, tenemos lo que se conoce como
una variedad simpléctica, que se denota por (M,w). La geometria simpléctica se
dedica al estudio de las caracteristicas y propiedades de las variedades simplécticas,
asi como a sus aplicaciones.

Béasicamente, una forma simpléctica viene dada por una forma bilineal anti-
simétrica no degenerada w, en cada punto p del espacio tangente a la variedad
diferenciable.

Es decir, si cogemos dos vectores u, v tangentes a una variedad en un punto p, es
decir, pertenecientes al espacio tangente T, M, gracias a la forma simpléctica obte-
nemos un nimero wy(u, v), que podemos interpretar como el drea del paralelogramo
que expanden estos vectores. Por ejemplo, si estamos en un espacio de dos dimensio-
nes, los vectores tienen dos coordenadas (u1,u2) y (v1,v2), y esta drea corresponde
al producto cruzado de estas coordenadas, es decir, el determinante de la matriz que
definen. Si cambiamos los vectores de orden, el determinante cambia de signo, por
tanto una forma simpléctica nos puede dar un drea negativa (por la propiedad de
antisimetria). Ademads, esta coleccién de formas bilineales w,, donde p varfa sobre la
variedad diferenciable M, tiene que satisfacer una ecuaciéon global, dw = 0, que es
la condicién de ser cerrada.

Con esta nocién infinitesimal de area podemos dar el salto y calcular el area
de cualquier superficie S dentro de una variedad simpléctica, de igual modo que
en primer curso de los grados en matematicas, fisica, etc., nos ensenan a integrar
funciones de dos variables, pero aqui teniendo en cuenta que estamos con una su-
perficie curvada dentro de un espacio multidimensional. Es decir, el drea expandida
por una superficie S viene dada por la integral |, gw- El hecho de que w es cerrada
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nos dice que si cogemos dos pequenas superficies S, S’ que tengan la misma curva
v = 0S = 85’ como borde, entonces ambas tienen la misma &rea, lo cual resulta
chocante con el modo usual de pensar, donde cuanto mas grande sea la superficie
mayor serd el area.

Un ejemplo sencillo de variedad simpléctica es cualquier superficie equipada con
una llamada forma de drea (un procedimiento para medir dreas en la superficie),
que en dos dimensiones es lo mismo que una forma simpléctica.

Probablemente en dimensiones més altas el ejemplo més famoso y simple de va-
riedad simpléctica es el espacio euclidiano de todos los puntos p = (21,91, ..., Tn, Yn)
con primera coordenada x1, segunda coordenada y; y asi sucesivamente. Este es un
espacio de 2n dimensiones, una dimensiéon por coordendada.

Formalmente, a este espacio de 2n dimensiones se le puede equipar con una forma
simpléctica w, pensando en dicho espacio como un producto de n planos, y en cada
plano tenemos una forma de area, y luego suméandolas todas. Juntando todas estas
ideas podriamos decir que el area expandida por una superficie en este espacio 2n-
dimensional corresponde a la suma de las dreas de las figuras resultantes de proyectar
nuestra superficie sobre estos n-planos.

Para ilustrar como se relacionan estas formalidades matematicas con lo que he-
mos visto en secciones anteriores, y a modo de ejemplo, decir que el estrujamiento que
se menciona en el teorema de Gromov que vimos anteriormente, matematicamente
corresponde al concepto de encaje/embedding, al que ademds se pide compatibilidad
con las formas simplécticas de la pelota y el cilindro, ambas consideradas como va-
riedades simplécticas. Por tanto, el resultado dice que si R > r entonces no existe
ningtn embedding de una bola de dimensién 2n y radio R, a un cilindro de dimen-
sién 2n y radio r, y que sea compatible con las estructuras simplécticas en dominio y
origen (formalmente, que el pullback por el embedding de una coincida con la otra).

10.4. PROPIEDADES DE LAS VARIEDADES SIMPLECTICAS

No toda variedad diferenciable admite una forma simpléctica. Se puede verificar
usando dlgebra lineal que las variedades simplécticas tienen dimensién par. Ademas,
se puede demostrar que si una variedad simpléctica es compacta, sus llama-
dos grupos de cohomologia H2% (M) son no triviales (motivo: la k-potencia
de la forma simpléctica define una clase no trivial en el grupo 2k). Estos grupos
de cohomologia, cuya construcciéon es avanzanda y estd fuera de los objetivos de
nuestro breve articulo, son una construccién matematica que permite a los matema-
ticos distinguir entre distintas variedades simplécticas, que pueden tener la misma
apariencia, pero no son realmente equivalentes desde un punto de vista matematico.
Debido a estas restricciones, la Unica esfera que admite una forma simpléctica es la
2-esfera S2. El motivo es que las esferas de dimensién par mayor que 2 tienen grupos
de cohomologia triviales.

Ademas, las variedades simplécticas tienen una propiedad que las hace ser dis-
tintas de otras variedades geométricas: todas son localmente equivalentes. Este
sorprendente resultado, que se debe a Darboux [9], es de finales del siglo XIX. Mds
formalmente, el teorema dice que si nos situamos en puntos distintos de dos varieda-
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des simplécticas, siempre hay pequenios entornos de esos puntos y una transformacién
diferenciable entre los mismos que preserva las estructuras simplécticas.

Como las variedades simplécticas no tienen invariantes locales, a la geometria
simpléctica se la considera una materia que estudia propiedades o inva-
riantes globales de las variedades simplécticas. Es por ello una materia muy
distinta de, por ejemplo, la geometria riemanniana, donde la curvatura de la varie-
dad riemanniana (es decir, cémo de curvado estd un objeto) es un invariante local.
Ello no quita, por ejemplo, que haya muchos problemas de gran importancia en
geometria simpléctica que tienen un caracter local, pero no se refieren a las propie-
dades locales de la variedad en si (ya que son todas equivalentes), sino a objetos o
estructuras mateméticas definidas sobre la variedad (por ejemplo cuestiones acerca
de la estructura local de los puntos criticos de diferentes tipos de funciones definidos
en las variedades simplécticas, los modelos locales de acciones de grupos y un largo
etcétera).

Un magnifico libro de texto sobre geometria simpléctica es [22], escrito por Dusa
McDuff y Dietmar Salamon, que son dos expertos en la materia. En particular Dusa
McDuff, que es catedrética en el Barnard College de la Universidad de Columbia en
Estados Unidos, ha contribuido a cuestiones fundacionales de geometria simplécti-
ca, como problemas de cémo rellenar variedades simplécticas con bolas (de modo
técnico, problemas de embeddings simplécticos y problemas de empaquetamiento
simpléctico); en [37] se comentan sus contribuciones. Hay ademds otros excelentes
libros de texto sobre la materia, incluyendo el libro de Ana Cannas da Silva [4], que
es también usado sobre todo como libro adecuado para seguir en un curso de master
o doctorado, y el libro de Helmut Hofer y Eduard Zehnder [18] que adopta un punto
de vista mas analitico.
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