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Consideremos la funcion r(n) que cuenta el mimero de formas en que se
puede escribir n como suma de dos cuadrados, esto es,

r(n) = ${(a,b) € Z% : a® + b* = n} .

Por ejemplo, r(5) = 8 porque 5 = (+1)? + (+2)% = (+2)% + (£1)2 y r(6) = 0
(véase en [1], una “formula” para calcular r(n)).

Como tantas otras funciones relevantes en Teoria de Nimeros, r(n) tiene
un comportamiento bastante erritico y, sin embargo, maniliesta cierta regu-
laridad en promedio, concretamente
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T donde R(r) = Z r(n) .
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Es decir, para x grande, la funcién R(x) estd aproximada por mx en el sentido
de que el error relativo tiende a cero (se suele eseribir B(r) ~ 7). El problema
del circulo trata acerca del término de error en esta aproximacion; su enunciado
preciso es el siguiente:

R(z) — nx

Demostrar que  lim - =0 para todo a > 1/4 .
T—+00
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Siendo un problema clasico, quiza esta formulacion parece demasiado
técnica, y el papel desempenado por el mimero 7 al aproximar R(z) un tanto
misterioso; pero observando que r(n) cuenta el nimero de puntos de Z2 en la
circunferencia x% + x3 = (y/n)?, se deduce que R(x) — nz es el error cometido
al aproximar el mimero de puntos de coordenadas enteras en el interior del
circulo centrado en cero de radio \/z por su area, mz. Asi pues, el problema
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del eirculo consiste en demostrar que dicho error es, en valor absoluto, menor
que C,, r® para todo a > 1/4 (con €, constante para cada ).

Con esta formulacion, que da nombre al problema, no es dificil demostrar
que, como hay Cz'? puntos “alrededor” de la frontera del circulo, el limite
que aparece en el problema es cero para a > 1/2. Esta observacion constituye
un resultado auxiliar en un trabajo de Gauss 2], y por ello se habla, a veces,
del “problema del eirculo de Gauss”, sin embargo los primeros resultados no
triviales son de principios de este siglo v el enunciado preciso del problema se
debe a G.H. Hardy [4] en 1916, quien también probé que a0 > 1/4 es el rango
natural, de hecho

3 1/2
firs s (% /; (R(t) - mt)* d,'t) = ute, 5 D,
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A lo largo de este siglo se ha estudiado el problema del circulo y, en general,
la distribucién de puntos del reticulo en otras regiones, por medio de sumas
trigonométricas (véase [7]). Por ejemplo, se puede demostrar [5] que resolver
el problema del circulo para a > «aq es equivalente a probar

lim =zl/4-o Z Z "““(Q?T\/{m +w/4) i
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La estimacion trivial

cosg| < 1 implica que se puede tomar ag = 1/3 (un
resultado que ya probé W. Sierpinski en 1906 con otros métodos), v hasta
finales de los 80 se ha reducido este valor de oy estudiando la eancelacidn en
una o dos variables en el sumatorio anterior por métodos llamados “de van
der Corput” (véase [3]).

En losiltimos anos se ha desarrollado un nuevo método (llamado por al-
gunos autores “método discreto de Hardy-Littlewood”) que, estimando ciertas
sumas trigonométricas, ha permitido a M.N. Huxley [6] resolver el problema
del eirculo para o > 23/73. Sin embargo, una solucién completa del problema
parece estar todavia muy lejos.
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